@

UNIVERSITA' DEGLI STUDI DI FERRARA

FACOLTA' DI SCIENZE MATEMATICHE, FISICHE E NATURALI

CORSO DI LAUREA IN FISICA

MODELLO TEORICO PER ESPLOSIONI
COSMICHE DI RAGGI GAMMA (GRBs)
COME EMETTITORI DI ONDE
GRAVITAZIONALI

Relatore:
Prof. Pierluigi Fortini Tes di laureadi:
Correlatore: Silvia Poggi

Dott. Antonello Ortolan

Anno Accademico 2000/2001



INDICE:
INTRODUZIONEYAYaYaYaVaYa¥aYaYaYaYaVaVaYaYaYaYaYaVaVaYa YooY a.. Yal

1. CONCETTI BASEDELLA RELATIVITA’ GENERALEYAaYaYaYaVaVaVaVad

1.1 Principio di equivalenza e sue conseguenzeyaYaYaYaYaYaYaYs..4
1.2 Lateorialinearizzata della gravite/aVaYaYVaYaYaYaYaYaYaYaYa .5
1.3 Onde grav itazionaliVaVaYVaVaYaYa o YaYaYaYaYaYaYa YaYaYVaYaYaYa.. 10

1.4 Onde gravitazionai piane nel VUOLOY4aYaYaYaYaVaYaYaYaYaVaYaYa 1l
1.5 Lagauge traversa atraccia nullavs Vs YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa... 16
1.6 Natura quadripolare delle onde gravitazionalivaVaVaYsaYaYaYaVa... 18

2.1 GAMMA RAY BURST SYaVaYa Y4200 Y2222 YaYaYaYaVaVaVa 20

2.1 1l fenomeno GRB YaVaYaYaYaYaYaYaYaYaVaYaYaYaYaYaYaYa 20
2.2 Origine e sorgenti del GRBSYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa .25
2.3 1| modello buco nero-toro come sorgente di GRBSYaY4Y4Y4Y4..28

3. 1L SISTEMA BUCO NERO-TOROY4Y4Y4Y4Y4Y2Y2Y2 Y222 YaYaYaYaYaYa 30

3.1 1 buchi neri elaloro metrical/aVaYaVaYaYaYaYaVaYaYaYaVaYs .30
3.1.1 1l buco nero di SchwarzschildVaYaYaVaVaYaYaYaVaYs...30
3.1.1.1 Particellaiin orbita attorno ad un buco nero di
Schwarzschil dYaYaYaYaYaYaYaYaYa YaYalaYa. 31
3.1.2 1l buco nero di Kerr-NewmanYaVaYaYaYaYaYaYaYaYaYa 37
3.1.2.1 Particellain orbita attorno ad un buco nero di
Kerr-NewmanVa VaVaVaYaYaYaYaYaYaYaYaYa ...39

3.2 Laformazione del sistema buco nero-toroYaVaYaVaYaYaYaYs .45

3.3 Ladisposizione delle linee di campo magnetico in un Sistema
buco nero-toroYaYaYaYaYaYaYaVaVa VoY oY oY oY oY aYaYa Yo Ya 47

3.4 L’ emissione leptonica dal buco neroYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa...50

3.4.1 Momento magnetico d’ equilibrio di un buco nero%.%4%250
3.4.2 Perdita di momento angolare ed emissione di particelle
dal buco NeroYaVaYaYaYaVaYaYaYaVaYaYaYaVaYaYaYa 52
3.4.3 L’'emissone da GRBSY4YaYaVaYaYaYaVaVaVaVaVaVa .. 54



4. PRODUZIONE DI ONDE GRAVITAZIONALIYaYaYaYaYaVaVaYaVaVaVa...57

4.1 Lo stato di “sospensione della crescita’ YaYaYaYaYaYaYaYaYa . 58

4.2 Confronto fra emissione gravitazionale ed el ettromagnetica
di un toroYaYaYaYaYaYaYaVaYaVaYaVaVa VoY a Y oY aYaYa Va4 . .64
4.3 Intenstadell’ emissione gravitaziona €Y YaYaYaYaYaYaYaYa... 70
4.4 Frequenze del segnale previstoVaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaY/a 76
4.4.1 Frequenza del segnde durante lafase di “chirp’Ya¥aYa 78
4.4.2 Frequenza del segnale durante |la crescita sospesa/a¥a...85
4.4.3 Frequenza del segnale durante il ringdownYaYaYa%4Y4..91
4.5 Transizione frale fas di formazione, vita e collasso del
sistema buco nero-toroYaYaYaYVaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaY4.95
4.6 Rilevazione ddl segnae con AURIGAY4YaYaYaYaYaYaY/aYaYs .96

CONCLUS ONIYaYaYaYaY/aYaY2Ya Y22 YaYaYaYaYaYaYaYaVaVaVaVaVaYaVa .. 100

RINGRAZIAMENT 1YaYaYaYa¥aYaYaYaVaVaYa oo YaYaYaVaVaYaYaaYaVYa .. 102
APPENDICE AYaYaVaVaVaVaVaVaVaVaVaYaYaa a0 Y0 YaYaYaYa a2 YaYa Y2 103

APPENDICE BYaVaVaVaVaVaVaVaVaVaVaYaYaaa a0 YaYaYaYaYaYaYaYa Y2 105

BIBLIOGRAFIAYaYaYaYaYaYaYaYaaaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaVaVaYa . 107




INTRODUZIONE

Uno dea fenomeni piu misterios ed affascinanti sui quali S interroga
|’ astrofisica moderna €, senza dubbio, il fenomeno dei gamma-ray bursts (GRBS):
flash di radiazione eettromagnetica di grandissma intensita che fanno di questo
evento il pit luminoso oggi conosciuto.

Malgrado numeros satelliti sondino lo spazio dla ricerca di dati e
informazioni circa i GRBs, ancora non € stato possbile individuarne esattamente
I’origine. Tuttavia, numeros modelli sono dati sviluppati per spiegare questo
fenomeno. Il panorama degli scenari proposti, fino a poco tempo fa, presentava
eclusvamente modelli stazionari, in grado di produrre notevoli quantitativi di
energia, ma non sufficienti a giugtificare laluminositaraggiunta da GRBs.

Intendiamo qui porre in primo piano un nuovo tipo di modello (il modello
buco nero-toro, sviluppato dal fisco M. H. P. M. van Putten e collaboratori negli
ultimi due anni e illustrato da numeros articoli in letteratura). 11 modello propone
come “motore” interno dd fenomeno-GRB uno scenario particolare, composto da
un buco nero in rotazione su se stesso, da materiale barionico in sospensione attorno
ad In una struttura toroidale, e da un intenso campo magnetico che lega i due
corpi, innescando i fenomeni fisici che porteranno ai divers tipi di emissione.

Il modello attribuisce I’ origine del sstema alla coalescenza di una coppia
di stelle binarie: probabilmente un buco nero ed una stella di neutroni. Quando, per
effetto ddl’irraggiamento di onde gravitaziondi, la stella di neutroni s avvicinera
al’ ultima orbita stabile del buco nero, subiral’ effetto delle potenti forze di marea di
guest’ultimo, che la “disgregheranno” ridistribuendola sottoforma di  struttura
toroidae. In quello che rimane della stella di neutroni permarrg oltre che parte della
massa, parte del suo momento angolare (rendendola quindi rotante), nonché il
residuo del campo magnetico. Il buco nero s troverg pertanto, avvolto dalla



magnetosfera supportata dal toro e, a causa della sua rotazione, tenderaa caricars
fino a raggiungere un certo momento magnetico d equilibrio. Per effetto del frame-
dragging in presenza del campo magnetico, dimentera un flusso collimato di
leptoni (lungo I'asse di rotazione del buco nero) che andra ad innescare la nascita
dei GRBs tramite il modello “fireball”. 1l toro, invece, risultera coinvolto in due tipi
di process, riconducibili ala stessa natura. In andogia ale pulsar, riceverg
dalla sua faccia piu interna, un flusso di energia dal buco nero (che perde momento
angolare tramite la sua rotazione, secondo la termodinamica classica dei buchi neri),
mentre subirg nella sua faccia esterna, I’ effetto del venti magnetici e una perdita
d energia sottoforma di radiazioni. Le radiazioni previste per questo corpo (che
verosmilmente assumeremo non  pefeftamente  ass-Smmetrico)  sono
sostanzidlmente di  tipo gravitazionde (accompagnate da un’emissione
elettromagnetica, minore di due ordini di grandezza, e, quando la temperatura lo
consente, da un’ emissione di neutrini).

Mentre la perdita di momento angolare dal buco nero tendera ad
“dimentare” il toro, i venti magnetici e I'emissone radiativa tenderanno a
“consumarlo”. Se assumiamo che le due famiglie di fenomeni antagonisti s
equilibrino quas esattamente, verra impedito il rapido collasso del toro (stato di
“Iper-accrescimento” del buco nero) raggiungendo lo stato di “crescita sospesa’: |l
toro rimane in rotazione senza collassare per divers secondi (tempo lunghissmo in
confronto ai pochi millesmi di secondo impiegati da una stella di neutroni della
stessa massa per collassare), consentendo in questo modo al buco nero di continuare
ad emettere leptoni lungo il suo asse per 1o stesso periodo. Durante la “crescita
sospesa’, pertanto, € previsto il verificars contemporaneo di un GRB lungo (dal
buco nero) e di una dtrettanto lunga emissione di onde gravitazionai (da toro). |
due fenomeni, imponendo |’equilibrio fra i process “costruttivi” e “distruttivi” del
toro, saranno riconducibili (come verra dimostrato) allo stesso ordine di grandezza.

Questo modello prevede quindi, con il verificars della “crescita sospesa’, una



radiazione gravitazionde della portata di circa 10 ergs la pill consistente
emissione gravitazionale mai prevista da un modello astrofisico.

Quando non o verificano le condizioni per ahbilire |’ equilibrio,
assisteremo ad un rapido collasso del toro e, contemporaneamente, ad un’ emissione
breve di leptoni aminor energia dal buco nero (GRB breve).

Il modello proposto, verra illustrato, in questa tes, preceduto da un
capitolo introduttivo sui principi della Relativita Generdle; in particolare s perverra
(capitolo 1 ed appendici A e B) dle relazioni che regolano le luminositain onde
elettromagnetiche e gravitaziondi a partire ddle derivate de momenti di dipolo
magnetico e d' inerzia.

Ne secondo capitolo verraillustrata la fenomenologia piu classica legata
a GRBs, sottolineando in particolare i molti aspetti giustificabili dal nostro modello.

|| terzo capitolo, dopo un paragrafo che introduce le proprietae la metrica
del buchi neri, illustra I’ origine del sstema buco nero-toro, presenta la complessa
struttura della magnetosfera coinvolta e propone brevemente il modello come
emettitore di GRBs, rifacendos a capitolo precedente per un riscontro diretto del
modello teorico con le osservazioni sperimentali.

Il quarto capitolo, infine, che presenta il modello dal punto di vista
ddl’emissione gravitazionale, S pud suddividere in due parti: nel primi tre paragrefi
vengono dedotte, da un punto di vista esclusivamente teorico, tutte le conseguenze
della “sospensione di crescita’ del buco nero, mentre, nei paragrafi successivi, le
stesse conclusioni vengono sfruttate per pervenire adla forma tipica del segnale
prodotto. Questi risultati, come verra dimostrato, risulteranno compatibili con il
segnde-limite rilevabile da rivelatori di onde gravitaziondi quai AURIGA a

distanze di alcune decine di Mpc.



CAPITOLO1

CONCETTI BASE DELLA RELATIVITA'
GENERALE

1.1 PRINCIPIO DI EQUIVALENZA E SUE CONSEGUENZE

Una delle proprietapiu caratteristiche del campo gravitazionale e quella che
vede tutti i corpi soggetti alla medesima accelerazione, indipendentemente dalla loro
massa. Da questo principio, noto con il nome di principio di equivalenza, discendono

numerose ed importanti conseguenze:

| nnanzitutto, comporta il fatto che i raggi luminos curvino la loro
traiettoria qualora attraversino un campo gravitazionale.

Poiché, in Rdatvita la deformazione dd tragitto dei raggi luminos s
interpreta come una modificazione dello spazio-tempo, la presenza di massa
(quindi di campo gravitazionale) ad incurvare la traettoria dela luce,
corrispondera a trasformare 1o spazio-tempo di Minkowski (vettoriale e piano)

in una varietadotata di curvatura

Se, per quanto sopra, descriviamo lo spazio-tempo con una varieta
reimanniana, noteremo che, localmente, le componenti della metrica diventano

quelle di Minkowski e simboli di Chrigtoffel s annullano.

Sempre nel presupposto di considerare una metrica reimanniana, le leggi della
fisca s dovranno esprimere in forma tensoride generde, cioe in una forma
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CAPITOLO 1 - CONCETTI BASE DELLA RELATIVITA' GENERALE

indipendente dal sistema di coordinate. Per ottenere questo requisito la
derivazione ordinaria impiegata nella Relativita Speciade dovra essere sostituita
dalla derivazione covariante, secondo un principio conosciuto come principio

di covarianza generae.

L’incurvamento del raggi luminos (privi di massa) per opera del campo
gravitazionde ci consente di affermare che quest’ultimo agisce (e puo venir
prodotto) non soltanto dalla massa ma, piu in generale, dal tensore energia-

impulso del corpi.

L’ ultimo postulato che porremo e che massa inerziade e massa gravitazionde di

un corpo siano ugual, fatto verificato anche sperimentalmente.

12LA TEORIA LINEARIZZATA DELLA GRAVITA'

Tenendo presenti le considerazioni del paragrafo precedente, formuliamo
una teoria linearizzata della Reativita Come abbiamo detto, la curvatura dello

spazio-tempo & prodotta dal tensore energia-impulso T™ ©); pertanto, esso dara
luogo ad equazioni del moto dellaforma:

(tensore che generala curvatura) = kKT™ (1)
Affinché la (1) risulti soddisfatta, il tensore di sinistra dovrg andogamente

ad tensore energia-impulso, essere smmetrico ed avere traccia nulla. Poiché
conosciamo soltanto due tensori che rispettino tali proprieta (il tensore metrico g™ , e
il tensore di Einstein G™ =R™ - 1g™R, dove R™ é il tensore di Ricci), li
includeremo entrambi nella (1):

G™+Lg™ =KT™ )

) Conleletere greche intenderemo, da.qui in avanti, unavariazione degli indici su tutte e quattro le componertti
spazio-tempordi.
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CAPITOLO 1 - CONCETTI BASE DELLA RELATIVITA' GENERALE

dove L e k sono due costanti che determineremo imponendo di ottenere dalla (2) la
normale teoria newtoniana, nelle condizioni nelle quali essa s verifica. Le equazioni
del moto classiche, perfettamente in accordo con i risultati sperimentali, discendono
infatti dalla (2) imponendo, innanzitutto, il vincolo di campo gravitazionale debole
(non s € ma misurata una sensibile deviazione dalle proprieta geometriche euclidee,

pertanto da una metrica a curvatura nulla).

S avraun “campo debole’ ogniqualvolta lo spazio-tempo in considerazione €
una varieta quas piatta (8 veda, ad esempio Misner, Thorne e Wheder, 1973), cioe
quando il suo tensore metrico g differira da quello della Relativita Specide (il

tensore di Minkowski h ) per un tensoreinfinitesmo h_ .
Om =N + My | << 1 3
I formaismo appena introdotto € noto come “teoria linearizzata della

Relativita Generale’”. Coerentemente, in quest’ approssimazione, trascureremo tutte le

potenzedi h_ di ordine maggiore o uguale adue. Avremo quindi che, imponendo

_ m
g m gns - ds
il tensore metrico, in componenti controvarianti, S scriveracome:

g™ =h™ - h" @

Definita in questo modo la metrica, i coefficienti di connessione (0 ssimboli
di Chrigtoffel) s trasformeranno in questo modo (S veda, ad esempio, Landau e
LifSc, 1964):

G™p =29™ (5 Oa * 2 O - T Oas)
=1h™ - h”“)(ﬂb(hna +ha )+ T +hp) - T (g +hab))
Avremo, percio:
GMan =20 ™ (T, + 9 - 91 )
(dove, nell’ ultimo passaggio, abbiamo introdotto: h, "=h™h, ).
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CAPITOLO 1 - CONCETTI BASE DELLA RELATIVITA' GENERALE

Definendo oralatracciadi h_ in questo modo:

m
ho h?, =h®h,, ©)
possamo scrivere le componenti del tensore di Ricci, nel gpprossmazione
linearizzata, come:
R =7,GC’m - 1,G"m
R =47, (1,0%m + 0% - 120y, )- 29, (1,00 0 +91,0% - 1°h,, )

Esplicitando le diverse componenti, s avra
R =3 Mo T hm + 4 1 Tah"n - 30T hen - 37,7507 m- 37,000 +39,17 0

=47 Tnh®n - 37, 9% Ny - 39,T00°0 +39,9° N,

=- 17,1, - 21,9, Bh,th- 0P )+ 9,9, (0,20 - b)) (6)

che é il tensore di Ricci in approssmazione linearizzata.

Se vogliamo descrivere la fisica newtoniana, oltre al’ipotes di campo
debole, sara necessario introdurne una seconda: |’ approssimazione non relativistica
(tutte le velocitaa cui Samo abituati, infatti, sono molto a di sotto della velocitadella
luce).

Con leipotes introdotte, le equazioni di Einstein (2) S scriveranno come;

DF

CZ

lgm=%w§ ©

che deve ridurs ala classica equazione di Newton:
DF =4pGr (8)

quindi L=0 e k:%

L’ equazione del campo di Einstein, pertanto, s ridurraa

S N 9



CAPITOLO 1 - CONCETTI BASE DELLA RELATIVITA' GENERALE

La (9), che codtituisce il punto centrae della teoria della Relativita Generdle, lega la
distribuzione di energia (quindi anche la massa) ala curvatura dello spazio-tempo.
Questa idea viene descritta efficacemente paragonando la deformazione subita dallo
Spazio-tempo, ad opera di un corpo massivo, con quella che subirebbe un telo
(elastico e ben teso) qualora vi fosse appoggiata una sferetta (s vedano Figura lae
1b).

Malgrado la forma semplice ed abbreviata che I’equazione del campo di
Einstein assume una volta introdotto il tensore di Einstein G™ (che esprime la
curvatura) e il tensore energia-impulso T™, I'equazione di Einstein € una complessa
equazione differenziade, non risolvibile se non con opportune semplificazioni. Le
onde gravitazionali di cui parleremo, altro non sono che la soluzione di questa

equazione sotto I'ipotes di considerare un “campo debole’.

Figura la. Curvaiura ddlo gpazio-tempo Figura 1b. Curvaiura ddlo gspazio-tempo

dovuta ad una sangola gelladi neutroni dovuta dlapresenzadi un ssemabinario

Definiamo ora
f "=h"-1h "h (10)
A questo punto, senza perdere generditd possiamo tranquillamente imporre dle f
lacondizione 1,.f ' =0 (si veda Misner, Thorne e Whedler,1973). Questa imposizione

corrisponde ad una paticolare scelta di gauge, necessaria per  eiminare
un’ arbitrarieta nella definizione delle coordinate: modificando infatti come segue la
sceltaddle x™

XM =xm+xm
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CAPITOLO 1 - CONCETTI BASE DELLA RELATIVITA' GENERALE

nessun tensore o scalare adottato nel formalismo (a parte f ') € sensibile di acuna

dterazione a primo ordine (vedi paragrafo 1.4). Sottolineando la corrispondenza

ddl’intero formalismo con quello delle onde el ettromagnetiche, la gauge

1f." =0

(11)

e detta gauge di Lorentz (e S pud scrivere anche, in coordinate generai, come

./~ 9gm)=0
Imporre 1.f . =0, in base dla (10), equivae adire che:
To ( hmb' %hmbh )=0
Allora, la(6), dara
Rn=-3 ‘H 1°h,,

Mettiamo adesso la (12) appena ottenuta nell’ equazione di Einstein

G
G =Ry - 10, R=2C

m
C

m

&)G
- 1ﬂbﬂbh t ( )ﬂbﬂb m
Risolvendo al pI‘iHIO ordine avremo:

14, 9°h,, +1h, 1 W—?

Andando poi acacolare Of " =9, 1°f ", possiamo scrivere:

Dfmn :ﬂbﬂbhmn _ %ﬂbﬂbhmn
che andremo a mettere nella (13) ottenendo:

16pG T

n _
O = -

m

le (14) sono le equazioni del campo di Einstein a primo ordine perturbativo.

(12)

(13)

(14)

In conclusione, la teoria linearizzata ddlla rdativita S concretizza in tre

equazioni fondamentali:



CAPITOLO 1 - CONCETTI BASE DELLA RELATIVITA' GENERALE

definizione della metrica 9, =h., +h_ (159)

- gaugedi Lorentz T7f.. =0 (169)

- egquazioni del campo of ' = - %Tm” (173)
Cc

1.3ONDE GRAVITAZIONALI

A questo punto della trattazione, risulta semplice approfondire il gia citato
pardldismo dela teoria linearizzata de campi  gravitazionai con quela
dd I’ eettromagnetismo.

In particolare, s confrontino le formule (16a) e (17a) dd paragrafo
precedente con le condizioni di gauge e le equazioni del campo in € ettromagnetismo:

1, A =0 (16b)
OA"=-4p3"™ (17b)
Le due serie di equazioni s trasformano I’ una nell’ atra purché s sogtituisca
AT« £
JM« T.°

Avremo pertanto che, essendo
AX = AX(t- 2) A =A(t- 2) A =0 A°=0
I’onda piana che risolve le equazioni omogenee derivate dale (16b) e (17b) in

assenza di orgenti, la soluzione delle (16a) e (17a) non saradtro che I’onda piana

gravitazionae:

fFX=f%t-2) £Y=fYt-2) F*X=f*({-2z) fO=f"™

10



CAPITOLO 1 - CONCETTI BASE DELLA RELATIVITA' GENERALE

Infine s pud concludere il confronto osservando come, analogamente a

quanto s puo fare con il potenziale elettromagnetico, anche f s scrive sottoforma
di potenzide ritardato (Misner, Thorne e Wheder, 1973) come:

£ (tx)= (\)4Trm (t- ‘x- x‘,x)dSX,

- x|

1.4 ONDE GRAVITAZIONALI PIANE NEL VUOTO

Torniamo a considerare a questo punto le equazioni (16a) e (17a)
nell’ipotesi di onde che s propagano nel vuoto (T,,=0 b 0Of _ =0):

Tfm =0 (18)

Of =0 (19)

La soluzione piu semplice dl’equazione (19) e codituita ddl’onda piana

monocromatica:
fon =A|A,e" | (20)
con kok* =[k?|- k=0 (21)
Nella (20), la notazione A indica che abbiamo egtratto soltanto la parte redle, A &
I’ampiezzadell’ondae k, il suo vettore d’ onda. Inoltre, in base alla (21), sara
wo ko =(k2+k 2 +k2 )"

La (20) rappresenta un set di 10 equazioni nelle 10 incognite A, (una per
ogni f ., che sono 10 come le componenti indipendenti del tensore T ). Avremo
inoltre che A = A,,, per Smmetria La condizione (21) fa si che la (20) sa

soluzione ddlla (19).
Affinchéla (18) risulti soddisfatta ddla (20), invece, deve essere che:

A, K" =0 (22)

11



CAPITOLO 1 - CONCETTI BASE DELLA RELATIVITA' GENERALE

Le (22) sono 4 vincoli sulle 10 variabili A.,,, quindi hanno I’ effetto di ridurne a 6 le
componenti indipendenti.
Rimane ancora da Sfruttare I arbitrarieta di gauge: infatti la condizione (18)

resta inaterata se operiamo il cambiamento di coordinate:
X™ = xM+x™ (23)
Questo a condizione di prendere delle x™ tali per cui:

Ox™=0 (24)

Cdcoliamo ora quae sara I effetto della trasformazione (23) sul tensore

dellametricae poi sul tensore f " .

Il tensore dellametrica s trasformerain questo modo:
g" (X'm) =g"s (Xm +Xm)

Sviluppando in serie di Taylor a primo ordine, avremo:

g™ (x")= g™ (x")+x ",

g'l"IS (Xm)_i_xnﬂmgns — gns (Xm)+ gnt ﬂtXS + gSI'T‘T[n?(n

g'ns (Xm) — gns (Xm)_ Xn‘ﬂmgns + gnn'ﬂn?(s + gsn‘ﬂn?(n (25)
(dove abbiamo chiamato 1 I’indice muto 6). Confrontando la (25) con la piu generde
g™ =g™ +dg™

avremo che

dg™ =-x™ g™ +g"™] x> + g X"
ma il secondo membro (vedi Landau e LifSic, 1964) S puo scrivere come:
- X™Mg® g X +gTXT = X+
Quindi:
dg® =T°x" +91'x> e dg, =- T°Xx" - 1"x°
Infine, considerando |a
Om =N *+ iy

12



CAPITOLO 1 - CONCETTI BASE DELLA RELATIVITA' GENERALE

avremo:
dggn, =hsn - hgy =- 7%, - X
hm =h,-1%,-T.X, € h=h-h™{x_-h™ x,
Cacoliamo ora quae sara I'effetto dd cambiamento di gauge sulle variabili di

campo:

fm=h_-71.x,-T.X - zhmh+3h (ﬂaxa +‘ﬂaxa)
quindi il tensore cherisolve la (18) ela (19) s trasformain questo modo:

fnn' =f m - ﬂnxm- 1-[rrP(n -l-hrmﬂaxa (26)

Ritorniamo ora a consderare le equazioni (24) che avevamo imposto. Per

onde piane e monocromatiche, una soluzione €:

xMo -jcm el 27)
dove C™ sono 4 costanti arbitrarie. Determinare queste 4 costanti significa fare una
scelta di gauge che fissa automaticamente le 4 x™. Queste ultime, attraverso la (26),
impongono 4 vincoli sulle 6 componenti f . (ovverosiasulle A ) riducendone cosi,

dlafine, il numeroa2.

Andiamo a calcolare come questo avviene.
Mettendo I’ equazione (27) nella (26) avremo:
f_'=f_-C ke -Cke“" +h_C_ kie"* (28)
sogtituendo ora f . con I'espressione (20) (dove omettiamo il smbolo A e
consideriamo la parte redl e sottintesa):
Ame* =A_ X . C ke - C ke +h C kie'X

Am=A_-C k -Ck_+h_C, k® (29)

13
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Derivando la (26) S ottiene:
Tf T =™ - 1, TX™ - 107" +h™, 1,x* =

=qf™ - Ox™ (30)
Imponiamo finalmente I’ equazione [ x™=0 e avremo:

Tf " =T, fm
ovverosa (derivando la (20) e consderando la (22)):
Amk" = A k"=0 (31)

Ddla (21), e poiche k;, k, e k; non possono essere tutte nulle
contemporaneamente, sappiamo che k, * 0. Imponendo percio un’opportuna C,

nella (29) (le C sono arbitrarie) avremo:

A =A,-Ck,- Cok,=0 b clzﬁ-&kl (32
Ko ko

A =A,- Cky- Cok, =0 P CZ:@-&@ (33)
Ko ko

Az = Ay - Ciky- Coks =0 P CS:%-%@ (34)
0

(scegliendo le Cin modo che Aw = Ay, - 2C,k, - (Ca k® ):O)
Le equazioni (32), (33) e (34) che, come abbiamo visto, discendono direttamente
dalla (24), sono quindi tre vincoli sulle A, .

Aggiungiamo un ultimo vincolo imponendo che latraccia della (29) risulti nulla:
A4 =0 (35)
A%a = A% - Ck, - C*k, +d%, (C"k, )=0
A%, - 2C*k, +4C%k, =0
A%, +2C%k, =0
e, introducendo le (32), (33) e (34) cacolate prima, avremo:
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C, 6 . @A, C, 0 . @A, C, 0
Aa- 20K +2k 0 Cop Qo B Coy Q5 T oy O
A P A PR

a 2 2C
A'a - 2Ck, +k_(A10k1 + Ayk, +Aeok3)' Ko(kl2 +k3 +k32):0

0
A?a +2A, - 4C.k,=0
Quindi I' ultima condizione sulle A, risulta essere:

Co = g (A'a +2A) (3

Percio, affinché la generica onda piana (20) rispetti le variabili del moto
(18) e (19), dobbiamo imporre la validitadelle seguenti equazioni:

— 4 equazioni (31) Amk" = A_k"=0
— 3 equazioni (32), (33) e (34) A =0
— I equazione (35) A" =0

Quelli imposdti, in totale, sono percio 8 vincoli sulle 10 variabili di partenza.
In particolare, il significato fisico della (31) e di imporre I’ ortogonditadelle A, dla
direzione di propagazione dell’onda, mentre quello della (35) & chiaramente, di

annullarne latraccia
Quindi, per un'onda gravitazionae monocromatica nel vuoto, € sempre

possibile fare una scelta di gauge che riduca a 2 soltanto le componenti dell’ onda:

guestagauge s chiama gauge traversa atraccianulla (o TT gauge).

15



CAPITOLO 1 - CONCETTI BASE DELLA RELATIVITA' GENERALE

1.5LA GAUGE TRASVERSA A TRACCIA NULLA

Nel paragrafo precedente, abbiamo dimostrato che, per la definizione delle
onde piane nel vuoto, esiste un’ arbitrarieta nella scelta delle gauge. Ciascuna gauge,
pertanto, e valida quanto un’ altra.

lllustriamo in questo paragrafo le proprieta della gauge traversa a traccia
nulla, che presenta il vantaggio di portare a risultati molto semplici. E' importante
sottolineare che, a fini pratici, quanto S misura sperimentalmente sono degli scaari
gauge-invarianti (come ad esempio la fase di un’onda) quindi I’utilizzo di una gauge
piuttosto che un’atra non comporta cambiamenti nel risultato finae, e ci consente di

utilizzare liberamente quella che ci fa pit comodo.

Consideriamo, come esempio, un’onda piana che s propaga lungo |’ asse

ddlez
k,=k,= 0
essa saracaratterizzata da (vedi formula (21)):
ks(=ko)t O
Imponendo la trasversalita(31) avremo:
A k=0 p A,=0 (e, per lasmmetriadi A_) A,..=0 (37)
Ak*=0 P A,=0 (e, per lasmmetriadi A,) A,.=0 (38)

Imponendo latraccia nulla (35) avremo:
A + Ayt Ay + Ay =0
ma A, € A33 sono nulle rispettivamente per [a (37) e (38), quindi:

A, +A, =0
ovvero.

A =-Ay

In conclusione, scriveremo la matrice di componenti A, come:
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a® O 0 06

¢
A:QO A11 A12 0—
0 A, - Ay O

go 0 0 0
Chiamando:
A=A e A = A
le due polarizzazioni, potremo riscrivere A ndlaforma
® 0 0 09

¢
A:‘?O A A O:
% A -A 0

& o0 o 0
Per |a polarizzazione lineare appenaillustrata, i tensori di base risulteranno essere;

1(mn_ mn)
7 &€ - ey

m o
e+

m o 1(mn mn)
e™ ° &€l +efe]

Oltre a questa polarizzazione lineare, e possibile osservare che (s veda, ad
esempio, Misner, Thorne e Wheder, 1973) le onde gravitaziondi piane 9
scompongono anche attraverso componenti circolarmente polarizzate, in pefetta
analogia con le onde dettromagnetiche. Ci limitiamo qui ad indicare i tensori unitari

che costituiscono questa polarizzazione:
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1.6 NATURA QUADRIPOLARE DELLE ONDE
GRAVITAZIONALI

Concludiamo il capitolo tornando, per I'ultima volta, a considerare il
paradlelismo fra teoria eettromagnetica e gravitazionale, sottolineando alcuni aspetti
che torneranno utili nel capitolo 4.

In elettromagnetismo, per una distribuzione nontrelativigtica di carica, il
momento di dipolo elettrico di una carica puntiforme € d; =ex; e generera una

radiazione di dipolo di luminosita(vedi Misner, Thorne e Wheder, 1973):

dE_ 2 - -
Len® o =5 04, (39)

Applicando la sostituzione € b Gmv, dovremmo poter scrivere |’ energia
per unita di tempo, emessa da un campo gravitazionale sottoforma di radiazione

bipolare, come:

G . .

Low pt C_3dj d, (40)

dove:

d, =4 myx;" (42)
A

e |’analogo del momento di dipolo eettrico ndlafisica gravitazionae.

Deriviamo orala (41):
dy=amx"=a p;" (42)
A A
Ndla (42), ij & I'impulso dell’ AS™ paticella e § ij e la quantitadi moto
A

totale del sstema. Poiché quest’ ultima, per un sistema isolato, deve essere costante,

dlora

éij:émijA:djzo (43)
A A

€ non avremo nessun contributo da parte di d.
18
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Anaogamente, la radiazione di dipolo magnetico risulta generata dalla
derivata seconda del momento magnetico, M. L’anaogo gravitazionade di 1 risulta,

ancora una volta, una costante del moto: il momento angolare totale del sistema
i:}é xA 7 (mA)'(A):léjA (44)
c C A

lacui derivata temporale saranulla
Pertanto possiamo concludere che non esiste radiazione di dipolo associata

al’ emissone gravitazionde.

Andremo quindi a considerare il primo termine radiativo non nullo, cioe
quello di quadrupolo.

Seguendo, ancora una volta, le notazioni di Misner, Thorne e Whedler
(1973), laradiazione di quadrupolo gravitazionale avrauna luminositadi:

Lo d—E:}CE<.INjk.INjk> @

dove con le parentes angolari € indicata la mediazione su divers periodi, e con i il

momento di quadrupolo di massa ridotto:

(46)

e Y e

e a a 1 A2
|-k=é_mA'* i Xk -—d-k(X )
J " 8XJ 3 J

In conclusione, se calcoliamo la luminosita della radiazione emessa da un
corpo in onde eettromagnetiche e gravitaziondi, arrestandoci a primo termine non

nullo, dovremo considerare una radiazione dipolare per quanto riguarda le prime, e

una di quadrupolo per quanto riguarda le ultime, secondo le formule:

dE_ 2 . -
Lemoa_gdjdj (47)
dE 1G /v -
Low© E:g—5<| k! jk> (48)
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CAPITOLO 2
| GAMMA RAY BURSTS

La piena comprensione della natura dei gamma-ray bursts (GRBS) €, senza
dubbio, una delle maggiori sfide ddl’astrofisca moderna. Questi flash di raggi
gamma ci provengono (con altissime energie) dallo spazio, molto probabilmente da
distanze cosmologiche, e rappresentano gli oggetti e ettromagneticamente piu
luminos ndl’Universo. Questo motivo |i ha res oggetto di numeros studi,
nell’ambito dei quali 9 inserisce anche il modelo buco nero-toro che andremo ad
illustrare. Diamo ora un rapido profilo del fenomeno GRBSs, sottolineando i molti

aspetti fisici che fanno del modello da noi esaminato uno del pitl interessanti.

211L FENOMENO GRB

Scoperti per la prima volta negli anni "60, grazie a satelliti come Vea e
Konus (costruiti per scopi militari), i bursts s arricchiscono oggi di informazioni e
indizi sullaloro origine grazie a satelliti quali BeppoSAX e BATSE.

Il sadlite itdo-olandese BeppoSAX (9 veda indirizzo internet
http://bepposax.gsfc.nasa.gov/bepposax/), grazie ad un’ ampia copertura spettrale (da
0.1 a piu di 200 KeV), un'area scandagliata relativamente grande e una buona
risoluzione spettrale associata ad una buona risoluzione spaziale, consente, per la
prima volta, di osservare contemporaneamente tutte quelle caratteristiche det GRBs
che, in passato, sono state osservate da diverse missioni (ad esempio sarapossibile

osservare spettri molto compless su tutta la banda X).
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L’ esperimento BATSE (Burst and Transent Source Experiment), invece,
fornisce informazioni per quanto riguarda il tempo di trigger dei segndi, la
posizione nella quale vengono rilevati, i fluss di picco e totali e la durata di ogni
singolo evento rilevato (S veda dSito internet http://www.batse.msfc.nasa.gov/).
Ddl’andis di quedti dati s deduce che la distribuzione angolare € consistente con
I’ipotesi di isotropia, la distribuzione in intensta contrasta con I'ipotes di
omogeneitadello spettro delle sorgenti (come verradimostrato con la Figura 6), non
emerge evidenza di sorgenti ripetute e la distribuzione temporae € bimodae (con

picchi intorno a qualche millesmo e a qualche decina di second).

60 T TTTTIT I T TTTTIm T T TTTTIT T T TTTTIT T T 11T
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Number of Bursts
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D 1 IIIIJII| | IJl]|IJ|. | LIIIJII| 1 IIIIIIII L1

0.01 0.1 Iz 10. 100.
Teo (Seconds)

o
5]
o

Figura 2. La digribuzione bi-modae della durata dei GRBs in conteggi d secondo. Il parametro
di durata usato € Tgp, cioe il tempo impiegato da burst per emettere da 5% d 95% ddla sua

energia. Il picco di snidraindicai cosddetti “bursts brevi”, quello di destrai “bursts lunghi” .

La definizione di “durata di un burst”, naturamente, non € unica. Se con
“durata’ intendiamo il tempo (Tg) impiegato dalla sorgente per emettere dal 5% al
95% dei conteggi, possamo distinguere, in accordo con la classificazione utilizzata
dai ricercatori del BATSE, una distribuzione bimodale come quella di Figura 2
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CAPITOLO 2 - | GAMMA-RAY BURSTS

vengono detti “bursts lunghi” quelli per cui Top>2s e “bursts brevi” queli per cui
Tgo<2sS.

Nell’arco della durata di un burst, e carateristico il fatto che la sua

intensita subisce numerose ed improvvise variazioni, che le fanno assumere il profilo
irregolare vishilein Figura 3. 1| fenomeno appena descritto, associato ala necessita
di avere un’emissione energetica di 10°'-10> ergs, ha portato a pensare che I’ origine
piu plausibile del fenomeno sia legata ad un “motore” centrale e compatto, la cui
ativitainterna vieneriflessa ddle brusche variazioni d' intensitadi Figura 3.
La distribuzione spazide de bursts (come appare dalla Figura 4) risulta isotropa,
suffragando cosi I'ipotes di un’ origine cosmologica, mentre quella dello spettro di
energia &, naturamente, affetta da redshift. Il valore di redshift misurato per i bursts
lunghi risulta dell’ordine di un’unita (come s osserva dalla tabdla di Figura 5,
tratta da van Putten, 2001a).

Trigger #2852 E =15

2 5x10%

2 0x10%

1.5x10

Contego [ sec

q
1.0x10

0 10 20 30 40 50
Tempo di tngeer (sec)

Figura 3. Intensta dd gamma-ray burst numero 852 in funzione del tempo. Il burst durd meno di

40 secondi.
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2704 BATSE Gamma-Ray Bursts

+_Q|:}

—
107 10° 10° 10°*
Fluence, 50-300 keV (ergs cm™)

Figura 4. Collocazione spazide di 2704 GRBs rilevati dd sadlite BATSE in un periodo di nove
anni. S noti Iisotropia (in coordinate galattiche) ddlla distribuzione spazide.

Event Fedshift
GRB 970228 (1.15) {605
GRB 970508 (2.16) {1.535
GRB 970828 (3) .95%
GRB 971214 (4.18) 3412
GRB 950425 (5.19) LINICTES
GREB 950613 (0,20) 1.0¥0
GEB 980703 (7.21) 0.967
GRB 990123 {8.22) 1.6
GRB 990510 {9.23) 1619
GRB 990712 (10) 0.430)
GRB 991208 (11) 0.707
GRB 000301C (12.24.27) 2.04
GEB 000418 (13,25) 1.11%
GRE 000926 (14,2628) 2.0

Figura 5. Misurazioni di redshift rilevate per GRBs lunghi. | velori di z tabulati confermano la
natura cosmol ogica delle sorgenti di questi GRBs.
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Malgrado I’isotropia, la distribuzione delle sorgenti di GRBs nello spazio
non € omogenea. Infatti, il flusso previsto F, emesso da una sorgente di luminosital
ad una distanzar, secondo considerazioni classiche si scrive come:

o L
4pr?
per cui, sotto I'ipotes di uno spazio-tempo di Minkowski, dovremmo trovare un

numero di conteggi pari a:

Nzﬂrr3_4p %L (_53/ 1 %63/2

_r S =

2

3 3 &pFy  6dp EFg
andamento rispetto il quale i dati sperimentali presentano una discordanza (come s
vede ddla Figura 6) a cdare di F. Pertanto, per fluss minori di un certo limite
(cioe a grandi distanze) troviamo un minor numero di sorgenti in quanto osserviamo
zone ddlo spazio-tempo primitive rispetto alla formazione delle gdassie, quindi

anche delle sorgenti di GRBs.

{OEBoF— """
1000 ;
n I "
|2 <y
Cﬂ ~
e Eﬁﬁb \\
a 100F —+ Pt E
B [ <= "‘-\
E -
=
b d <
10k €i$ﬁ%
01 1.0 10.0 100.
Photons-cm'z-sec'1

Figura 6. Numero di conteggi in funzione de flusso di fotoni F. Le croci rappresentano i dati non
corretti, i diamanti qudli corretti ndl’efficenza. La linea tratteggiata indica I'andamento previsto
per F¥2 in caso di distribuzione omogenea delle sorgenti.
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Per quanto riguarda la frequenza con cui i bursts vengono rilevati sulla
terra, essa non € che di uno a giorno, con durate molto brevi. Tuttavia, la frequenza
con cui vengono osservati i GRBs brevi, risulta nettamente inferiore a quella relativa
a GRBs lunghi. Il satellite BATSE, ad esempio, rilevai primi con una frequenza di
1/3 rispetto ai secondi. Il dato, che sembra suggerire una minore presenza di sorgenti
di GRBs brevi, va interpretato perd considerando come il meccanismo di triggering
del BATSE lo renda meno sensibile ai GRBs brevi; di ess, pertanto, ci e possibile
rilevare soltanto queli di origine piu prossma, mentre rileviamo GRBs lunghi
originati anche a distanze maggiori (vedi Katz e Canel, 1996).

2.2 ORIGINE E SORGENTI DEI GRBs

Nonostante |’ origine dei GRBs rimanga tuttora avvolta nel mistero, diverse
ipotes sono state via via formulate su quale tipo di fenomeno sia adla base di queste
emissioni di raggi g.

Il modedllo piu generde, tuttavia, deve seguire una serie di fag principdi
(vedi Piran, 1999):

Un flusso relativistico di energia € prodotto da un “motore’ interno, compatto
ed invishile.

Awviene un trasporto dell’ energia.

L’ energia viene convertita nella radiazione che misuriamo

Un resduo del’ energia viene convetito in radiazione meno energetica

(“afterglow™).
Per quanto riguarda il “motore’ interno del fenomeno, e da

identificarsi, con molta probabilitd con un buco nero, come nel modello buco nero-
toro che andremo ad illustrare nei prossimi capitoli.
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L’ energia trasportata, secondo i modelli piu autorevoli, € da associars a
flusso di particelle reativistiche. A questa energia (a seconda delle teorie) viene
attribuita una natura cinetica od eettromagnetica. Sara cinetica se la consideriamo
associata ad un’emissione di particelle ultrareativistiche. Infatti, quando un rilevante
quantitativo di energia € racchiuso in una regione sgnificativamente piccola
(sorgente compatta), essa viene rilasciata sottoforma di particelle ultrarelativistiche.
Inoltre, sotto particolari condizioni, se nella stella compatta sono presenti barioni,
I’energia verra interamente rilasciata sottoforma di energia cinetica del flusso
barionico. L’emissone energetica della sorgente sara invece di  natura
elettromagnetica se la associamo ad un trasporto di energia ad opera del campo
magnetico. Piran (1999) calcola che, per avere un’emissione di E»10° erg da un
oggetto compatto di dimensioni inferiori a 10’ cm, & necessario un campo
magnetico di dmeno 10" gauss ala sorgente, valore che pud benissmo essere
raggiunto dal collasso di stelle molto magnetizzate.

Per quanto riguarda invece la dinamica con la quale la conversione in
radiazione gamma avviene, 1o scenario degli “shocks interni” e quello degli “shocks
ederni” illustrano le vie principai tramite le quali puo avvenire. Il primo
scenario (S veda nuovamente Piran, 1999) attribuisce la conversone del’ energia
prodotta dalla sorgente in radiazione del burst a degli “urti” interni ala sorgente,
ovverosa dla collisone del fronti d'onda di ogni radiazione emessa con quelli piu
lenti emess in precedenza (questi shocks sono detti “interni” proprio perché generati
dall’interazione del flusso con sé stesso). La collisione di ogni coppia di onde crea
un picco nel profilo temporale del burst, mentre il complesso delle collisoni subite
dal treno d’onde daluogo a burst completo. Questa teoria € in grado di giudtificare
la rapida variazione d'intensta che g registra ndll’ambito di un singolo burst (vedi
Figura 3 nel paragrafo precedente) con un'dtrettanto irregolare ativita della sua
sorgente (ancora ignota, e alla quale autori come Sari e Piran (1997) S riferiscono
come “motore interno” del burst). In accordo invece con lo scenario degli “shocks

esterni”, formulato da Rees e Mészaros (1997), quando la sorgente di energia €
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circondata da un mezzo interstellare, parte dell’energia dei fronti d’ onda s dissipa
urtando contro i detriti circostanti. Sari e Piran (1997) hanno dimostrato che uno
shock di questo tipo non avrebbe energia sufficiente per produrre, nell’ambito del
burgt, variazioni di intendgta tanto rilevanti da giugtificare un profilo complesso e
irregolare come quello di Figura 3; tuttavia, gli shocks “esterni” sembrerebbero
essere una spiegazione plausibile a fenomeno degli “afterglow” (una sorta di
emissone “smooth”, che s verifica in corrispondenza di acuni burst e che fu
scoperta per la primavolta dal satellite italo-tedesco BeppoSax (Costa et a., 1997)).

Anche se non s € ancora giunti ad un’ osservazione diretta de “motore
interno” che daorigine ai bursts (probabilmente un oggetto compatto, come un buco
nero), la struttura temporale di ciascuno di ci fornisce un’informazione indiretta
di quae dev'essere la loro attivita Il modello sopra delineato ci suggerisce di
attribuire la formazione del burst ad un “motore” compatto (s veda Piran, 1999) la
cui dimensone e determinata dall’intervallo temporale con cui varia il segnae.
Accanto a requisito della compattezza, Piran assume che la sorgente debba essere in

moto con un fattore di Lorentz pari ag> 1/+/1- v*/c? » 10°.

Il “motore interno” cosi ipotizzato produce, in un modo ancora
imprecisato, un flusso relativistico di energia, sottoforma di un vento che s propaga
verso |'esterno. Parte di quest’ energia, come S e detto, e tramutata nella radiazione
che codtituisce il burst tramite shock “interni”, mentre la parte rimanente verra
disspata per via di shock “esterni” con i detriti de mezzo interstellare, dando
origine agli “afterglow”. L’emissone di energia, da parte dd “motore’ interno,
viene descritta dal modelo “fireball” (3 veda, ad esempio, Paczyiiski, 1997) come
un rilascio di energia a patire da una zona ridotta e di elevata energia (il “firebal”,

appunto) sottoforma di onde di particelle ad energie relativistiche.
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Un'ultima, controversa questione, circa le caratteristiche fondamental
della stella compatta che funge da “motore”’ per i burdt, € I’ esistenza delle “ sorgenti
ripetute”, cioé se ad essa s debba attribuire I’emissione di un solo burst o piu di uno.
La scoperta, da parte dd satellite BATSE, di una breve serie di bursts localizzati
nello stesso punto dello spazio, e a breve distanza di tempo |I'uno dal’dtro, ha
supportato I’ipotesi che le sorgenti non producano un unico flusso di radiazione, in
corrispondenza di un singolo, catastrofico evento, ma possano comportarsi come
degli emettitori a ripetizione. La questione, tuttavia, rimane ancora controversa e

divers autori (come Narayan e Piran, 1993) rifiutano questa ipotes.

2.3I1L MODELLO BUCO NERO-TORO COME SORGENTE DI
GRBs

La fenomenologia descritta nel paragrafo precedente (in particolar modo la
distribuzione bi-modale de bursts, la loro origine cosmologica ad opera di una
sorgente compatta e la possibile emissione ripetuta da parte della sorgente stessa) ha
suggerito la formulazione di un nuovo modello, ad opera di van Putten, che s pone
in primo piano tanto per la corrispondenza di molti degli aspetti legati a bursts,
quanto per l'interessante previsone di una condstente emissione di onde
gravitaziondi.

Il modello buco nero-toro (che verra spiegato in dettaglio nel prossimi
capitoli) attribuisce I'origine dei gammaray bursts lunghi (brevi) ad uno stato di
arresto (iper-)crescita di un buco nero di Kerr rispetto ad un toro circostante. 1l buco
nero, a centro del Sistema, € suggerito come possibile “motore interno” per i burst,
secondo quanto illustrato nel paragrafo precedente; a toro (residuo di una stella di
neutroni inizidmente parte di un sstema binario asseme a buco nero) viene

attribuita invece una considerevole emissone di radiazione gravitazionae, asseme

28



CAPITOLO 2 - | GAMMA-RAY BURSTS

ad una elettromagnetica piu esigua (e, quando la temperatura € molto eevata, anche
un flusso di neutrini).
Esamineremo, nel capitolo che segue, la dinamica specifica del collasso

che portail sstemabinario agenerare il sistema buco nero-toro.
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CAPITOLO 3
ILSITEMA BUCO NERO-TORO

3.1 | BUCHI NERI ELA LORO METRICA

Dopo una rapida definizione dei principali tipi di buchi neri, considereremo
quai fondamentali variazioni introducano nelle equazioni della fisca classca
tramite la deformazione prodotta sullo spazio-tempo. Vedremo quindi come
siano in grado di sostenere su orbite stabili una particella di prova: questo avverra
ogniqualvolta il suo momento angolare produce una forza centrifuga sufficiente a
controbilanciare I’ attrazione gravitazionale esercitata dal buco nero.

3.1.1 11 buco nero di Schwar zschild

Ddla Rdativita Generale, consegue che la forza gravitazionale, attorno ad
un buco nero, diventi infinita in corrispondenza di un valore particolare e finito della
distanza da esso. Chiameremo questa distanza orizzonte degli eventi del buco nero.

Se il buco nero fosse privo di carica e non fosse in rotazione (buco nero di
Schwazschild), I'orizzonte corrisponderebbe alla superficie di Schwazschild e
potremmo trattare il sistema usando la metrica omonima. L’ elemento della metrica di
Schwarzschild (in unitageometriche) sara
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. 2
ds? =-&F- MOz I 12(q32 +an2yef 2) (49)
e I g 2M ¢

r o

>R

nelle coordinate sfericher , J e f , end tempo t. Questa metrica saraapplicabile a
tutte le porzioni di spazio esterne ala sfera di raggio ry :% dove la (49) diventa
C

singolare. 1l raggio rs e detto raggio di Schwarzschild e vale circa 3 Km quando la
massa del buco nero é approssimabile a quella solare.

3.1.1.1 Particellain orbita attorno ad un buco nero di Schwar zschild

Consideriamo, in quest’ approssmazione, una particella di prova in orbita
attorno a buco nero; questa Situazione ci consentira di dimostrare come |l
cambiamento della metrica, in prossmita di un buco nero, provochi profonde
variazioni nelle formule classiche per I’ energia ed il momento angolare.

Proiettiamo (in accordo con quanto svolto da Misner, Thorne e Whedler,
1973) la posizione della nostra particella e il suo vettore velocita su di una sfera di
raggio fissato. Le due proiezioni individueranno in ogni momento, rispettivamente,
un punto e un vettore sulla nostra sfera a raggio noto. Orientiamo quindi il sistema di
coordinate sulla superficie della sfera in modo tale che la proiezione radide
ddl’orbita della particella coincida con I'equatore della sfera (J =8/2). Fissato in
questo modo il sistema di coordinate sulla supeficie Sferica, e chiamato € |l
parametro che varia con |'evolvere del tempo, ad ogni istante |a particella avra un
impulso nullo nelladirezionedi J :

p’ =dJ/d =0 (50)
Il momento p" sara
dr
f=— 51
P =5 (51)
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mentre, le due coordinate f et risulteranno cicliche. Avremo quindi |a conservazione
del momenti coniugati:

P ° -E (52)

b © £l (53)

Congideriamo ora |'equazione di Hamilton-Jacobi nella geometria di

Schwarzschild (vedi nuovamente Misner, Thorne e Whedler, 1973) che s scrive

come:
Gy PP P” +1P =g p, p, + M’ =0
ovverosia
.2
- 1 (?EQ +—1 é[So +ié§9 + ! adT_g +nm? =0 (54)
% 2M 6eft o 5. 2M oe‘ITrg 2&0 g 12 "o
e I g & 1o

1S

incul p, =—— e I’'impulso coniugato della particella di provae m e lasuamassaa
X

riposo. Tenendo presente che (per come abbiamo definito J) sen”J =1, la (54)

diventera

1 2 1 2 1 2
e plt——  pl+—_pl+m=0 55
E I g & 1 o

Andiamo ora a sostituire le (51), (52) e (53):

. . 26
8339 =E%- &- MBFe L2 (56)
d g & °5
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Quanto ci interessa andizzare in questa sede, pero, non e I'energia e |l
momento angolare della specifica particellain esame, bensi il generico moto per unita
di massa a riposo. Procediamo pertanto dividendo per i® ambo i membri
dell’ equazione precedente, e definendo:

—  E=E/m(=energia per unitadi massaariposo)
— L =L/m(=momento angolare per unitadi massa a riposo)
e identificando il parametro & con:

- &0/ ( = tempo proprio fratto unitadi massa a riposo)

Avremo pertanto:

‘ﬂlgzzf-fz- & 2M@e+ EZQ (57)
8dtb e T %1 25
.2
Z’j—:% =E2-V2(r) (58)

nella quale abbiamo indicato con V(r) il potenzide effettivo:

()= Jgi 2_M§i+ L9 (59)
a

Cacoliamo ora quando il potenziale effettivo espresso dalla (59) risultera attrattivo

(V(r)<0) e quando avremo I eqiilibrio (V(r)=0):

é 12 A ..~2u
W(r):% 1 Mg L g % Zﬂgl-_ugo (60)
2 r’g & 1 grig
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Oltre (naturdmente) a fattore Y2 possamo trascurare il termine sotto radice (che e

positivo e s annullerebbe soltanto per r=2M, cioé per un raggio pari a quello di
Schwarzschild, eventualitache non consideriamo). Allora:

=

Mr2- rL? +3ML%3 0 (61)

- - Z_Mﬁgo

M
r2 r ors

L*0 &
£
(]

che ha per soluzioni:

_Pxlf-12m? L (Eim) 62
2M 2M
Avremo, percio, che deve essere:
L2-12M23 0
L3 2./3m (63)

L’ ultima orbita circolare stabile avraquindi, per la (63):

L =2J3M (64)

Mettendo questo risultato nella formula (62) per r, avremo che la distanza critica di

avvicinamento che la particella di prova pud raggiungere prima di collassare sara
r=6M

ovverosia 3 volteil raggio di Schwarzschild.

Ndla Figura 7, s mostra il potenzide effettivo per una particella di prova
in un campo di Schwarzschild in funzione di /M (asinistra) ed L/M (adestra).
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Figura 7. Nel grafico di sinistra & indicato I'andamento del potenzidle effettivo V(r) in
funzione di r/M. Sono indicati anche dcuni dei possbili vaori di momento angolare per unita di

massa che ¢ consentono di avere punti d’equilibrio (vedi anche Figura 8). Ess saranno queli per

ai L3 24/3M (ovvero L 3 3464M ). L'ultima orbita stabile, in figura, sara proprio quela

caratterizzata da E = 2«/§M , come cacolato nella (64). Sono indicati (ddle linee orizzontai) due
posshili vaori di energia che vincolano il moto ddla paticdla N grafico di destra e indicato

I'andamento dello stesso potenziale effettivo V(1) mainfurzionedi L /M .
Quando V(r)=E, per la(58),

ar o _ =
EEE =E*-V?(r)
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.2 "
ese 85’3'—"9 =0, dlora galgzcosiante. Questi punti sono detti “punti d'inversione”.
edt g édt g

Quando una particella che viaggia verso valori di r sempre maggiori raggiunge un
“punto d'inversione”’, inverte la sua traiettoria e procede verso r minori. Allo stesso
modo, una particella che viaggia verso r minori, raggiunto un “punto d'inversione”’,
inverte la sua traiettoria e procede verso r maggiori. In generde, un “punto

d'inversone’ non sard un punto d equilibrio, tuttavia, lo sard quando EZ2-V?2
(anziché unaradice) ne avradue. Se questo avviene in corrispondenza di un massimo
di V(r), saraun equilibrio instabile, se in corrispondenza di un minimo di V(r), sara
invece dabile. Da un punto di vista fisco, I’equilibrio s ottiene in virtu ddla
compensazione fra la forza gravitazionae attrattiva del buco nero e quella centrifuga
repulsiva dovuta al moto circolare. La particella di prova s troveracosi a ruotare su

di un’orbita circolare che mantiene costante nel tempo il suo raggio, senza collassare
né alontanars dal buco nero.

Nella Figura 8 eillugrato |I’andamento del quadrato del potenziae effettivo

infunzionedi r/M.

Il semplice modello descritto in questo paragrafo € in grado di descrivere il
comportamento di una particella in orbita attorno ad un buco nero non carico e
stazionario; damo ora in grado di generdizzare la Stuazione considerando la
presenza di carica e unarotazione del corpo su se stesso.
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1 | —_F, 1.f—-—+

Figura 8. Andamento del quadrato del potenzide effettivo \7(r) in funzione di /M. Il punto in cui
il potenzide V2 eguaglia il quadrato ddl’energia disponibile (E‘z) rappresenta un “punto

dinversone’. S puo notare che V2 diventa negativo per una paticdla dentro d buco nero
(r<2M).

3.1.2 1l buconerodi Kerr-Newmann

Il collasso gravitazionale di una stella rede (che non sara perfettamente
sferica né perfettamente neutra), produce un buco nero che, in effetti, € molto diverso
dal buco nero di Schwarzschild. Da questo collasso “non ideale” ci aspetteremo un
buco nero il cui campo prodotto sara caratterizzato esclusivamente dalla massa M,
dalla carica Q e dad momento angolare intrinseco S della stella che collassa (ved
Misner, Thorne e Wheeler, 1973). |l perché proprio queste grandezze siano coinvolte,
e non altre, s comprende considerando come soltanto massa, carica e momento
angolare, essendo coinvolte da leggi di conservazione, sano in grado di lasciare

un’impronta anche a grandi distanze, nel campi prodotti.
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Un buco nero dotato, oltre che di una massa M (come quelo di
Schwarzschild), di una carica Q e di un momento angolare intrinseco S s chiama buco
nero di Kerr-Newmean.

La geometria di un buco nero di Kerr-Newman (in unitageometriche) é data
da

D

ds® =- r_z[dt - a(sinZJ )df ]2 + STZ‘]

[(r2 +a2)df - adt]’ +r_D2c1r2 +r2di?  (65)

dove:
a°® S/M (momento angolare per unitadi massa)
Dor?- 2Mr +a% +Q?

r2or?+acos?J

In andogia ala metrica di Schwarzschild, la (65) dovradiventare singolare

sull’ orizzonte degli eventi, cioe sulla superficie stessa ddl buco nero. Quindi per:

D=0 r2-2Mr+a2+Q%2=0 P r=r,°M+M?2-Q%-a’

avremo I’ orizzonte degli eventi.
Le coordinate t, r, J e f, generdizzazione delle coordinate di Schwarzschild,
prendono il nome di coordinate di Boyer-Lindquist. 1l buco nero ruotera nella
direzione di f . Inoltre, come s pud vedere dalla (65), i coefficienti della metrica di
Boyer-Lindquist risultano indipendenti dat e da f ; questo significa che lo spazio-
tempo da generato € stazionario (indipendente da t) e smmetrico rispetto al’ asse
di rotazione.

Dopo questa premessa, analizzeremo, come abbiamo fatto nel paragrafo
precedente per un buco nero di Schwarzschild, quale saral’ orbita di una particella di
prova attorno ad un buco nero di Kerr-Newman.
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3.1.2.1 Particellain orbita attorno ad buco nero di Kerr-Newman

L’energia dl’infinito, di una particella di prova di massa i e momento
angolare L, , collocata in una certa posizione di coordinate (r, J ) al’esterno del buco
nero, sara(Misner, Thorne e Whedler, 1973):

g-P*yb*-ag (662)

a

con: a :(r2 +a2)z - Da?sin4 >0 (ovunaque nello spazio esterno all’ orizzonte) (67a)
b=(L,a+ eQr)(r2 + az)- L,aD (689)
2 L2 2 4l 4r )2 J 2
g=(L,a+eQr)*- D(L,/sind)*- mfDr - r l(p ) +D(p )J (693)
incui a, D, r, p" e p’ sono definiti come nel paragrafo 3.1.2.

Andiamo anche qui a considerare soltanto il moto radiale della particella, prenderemo

percio:
J=pl/2
p’ =0
per cui sinfl=1 e r?°r®+a®cos’d =r?.

Pertanto le (67a), (68a) e (69a) diventeranno:

a':(r2 +a2)2 - Da?>0 (67b)
b'=(L,a+eQr)r?+a?)- L,aD (68b)
g=(L,a+eQr)’ - DL,” - nfDr? - r“(pr)2 =g, - r"’(pr)2 (69b)

Avremo percio che laformula (66a) diventa:

1 |2_ [P
g=D*/b7-a%g (66b)

a.I

E= bu’\/blz'a'go +a'r4(pf)2
"

(70)
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Ricordando come p' = g_|r la (70) risulta essere un’ equazione differenzide.

Ad un valore fisso del raggio r, il potenziade effettivo sarail minimo valore permesso

per E:

V(=272 ()
a

La formula (71) sara quindi una soluzione particolare, ottenuta dalla (66a)
considerando solo orbite appartenenti al “piano equatoriale’ (cioé J =i /2 e p’ =0).
E' tuttavia importante considerare come, dalla formula piti generae (66a) s possono
trarre numerose conclusioni circa il moto di una particella di prova attorno ad un
buco nero il pit generale possibile.

Innanzitutto € necessario considerare come una variazione ddl’ energia della
particella di prova (per la conservazione dell’ energia) corrisponde ad una variazione
in massa del buco nero e una variazione di carica della particella di prova corrisponde
ad una variazione ddla sua carica; d’ atro canto una variazione del momento angolare
L, corrisponde ad una variazione del momento angolare intrinseco del buco nero:

DM =E, - E, DQ=¢ - € DS=L, - L, (72)
Considerando quindi una particella che, dal’infinito, collassa in un buco nero, le
formule (72) s semplificano in questo modo:

DM =E, (energiadl’infinito della particella)

DQ=e (caricadelaparticella) (73)

DS=1L, (comportamento del momento angolare della particella
nella direzione dell’ asse di rotazione del buco nero)
L'energia E descritta dalla (66a) pertanto, corrispondera ad una variazione della
massa complessiva del buco nero. Consideriamo quindi cosa accade quando E<O
(quindi il buco nero perde massa). Nella (66a), possiamo ottenere E<O se e solo se
<0 e 30 (& infattié sempre >0). Questo comportaA<0 (per avere 0) e, di

conseguenza, Lya<0 e/o eQ <0 (per avere &<0).
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In conclusione, per avere AM<0 dobbiamo necessariamente avere Lya<0

e/lo eQ<0. Il significato fisico di questo vincolo € che per diminuire la massa di un

buco nero, dobbiamo contemporaneamente ridurre: o il modulo della sua carica

elettrica, o del suo momento angolare, o entrambi.

Consideriamo adesso la situazione opposta: modifichiamo Q ed S di un
buco nero (facendo collassare a suo interno una particella) e vediamo come viene
modificata la sua massa. Possiamo far crescere la massa del buco nero a nostro
piacimento facendo collassare particelle a massa | sempre maggiore. ESiste tuttavia
un limite inferiore: vediamo come calcolarlo.

Poiché cerchiamo il dM minimo, dobbiamo scrivere I’energia minima (in
base dla prima delle (73)) per certi e ed L, fissati. La nostra particella che collassa

passera necessariamente per I orizzonte (dove, ricordiamo,

r=r,°M+JM2-Q%-a® eJ=p/2). Cdcoliamo I'energia minima in questo
punto tenendo presente che, per una qualsias particdla con massaariposo i e orbita
fissa (cioé r e J fiss), I'energia € minima quando p' = p’ =m=0. Andiamo

pertanto a valutare la formula (66a) sulla base delle condizioni imposte:

p' =0
p’ =0
m=0
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E_ :(l—z<5\"'eQr+)(r+2 +az)+\/(Lza+eQr+)2(r+2 +a2)2 - (Lza+eQr+)2(r+2 +a2)2

min

2
2 +a?)

— (LZa+eQr+) (74)

Emin - (r 2 + az)
+

Tenendo presenti orale equazioni (73), e formulando laloro versione differenziae

dM = E
dQ =e (75)
ds=1L,
la (74) diventera
o, 510

che esprime I'incremento minimo d energia in corrispondenza di dS e dQ noti.
Generaizzando:
, adS+r,QQ

r? +a?

dv (77)

consderiamo ora che. S=aM e, in una varieta di Kerr-Newman estrema (dove

M?=a%+Q?)r.=M, dlora:

oM 3 aMda + MQdQ
M2 +a?
MdM 2 ada +QdQ (78)
ovverosa:
M?23a%+Q? (79)

Laformula (79) e del tutto generale, come dd tutto generale era la (66a) da
Cui e stata dedotta. A partire da questa, possiamo distinguere dcuni cas particolari.
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Se M?=a”+Q? avremo quella che s chiama una “geometria di Kerr-
Newman estrema’, come abbiamo giadetto.

Se Q=0, avremo un “buco nero di Kerr”, vae a dire un buco nero privo di
carica e in rotazione su s stesso. La condizione (79), in questo caso, diventera
M?23 a? (0 M? =a? in caso di situazione estrema).

Se a=0 mentre M e Q sono 10, avremo un buco nero di “Ressner-
Nordstrom” e lacondizione di esistenzasara M 2 = Q2.

Infine, se Q=0 ed a=0 ritorniamo nella situazione, che giaconosciamo, del
“buco nero di Schwarzschild”: un buco nero statico e privo di carica (vedi paragrafo
3.11).

Se ora, come nel paragrafo 3.1.1.1, desiderassmo calcolare il raggio
ddl’ ultima orbita stabile in base a potenziae effettivo ricavato dalla (71), dovremmo
incorrere in calcoli molto compless. Ci limitiamo in questa tes a presentare, nella
Figura 9, la soluzione grafica per una delle situazioni particolari: il buco nero di Kerr
estremo (s veda Misner, Thorne e Whedler, 1973).
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Figura 9 Potenzide effettivo (per unita di massa) risentito da una paticela di prova, in prossmita

di un buco nero di Kerr estremo non carico (quindi con &=M) in funzione de rgpporti L/Mme /M.

Precisiamo, infine, che dal’ equazione (66a) e sempre possibile ottenere la
formula (59) che avevamo ricavato nel paragrafo precedente per un buco nero di
Schwarzschild, semplicemente annullando la carica e il momento angolare:

Q=0

a=0
D=r? - 2Mr
(678) b a=r"’
688 b b=0

(698 P g, =-r%L5 +2MrL3 - nfr* +2nfMr?

J- rAl r22 +2Mrl - et + 2mPMr

4

663 P V(r)=

r
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r2 r3

L2
_\/—- oM Z i - 2mz—

che é esattamente la formula ricavata nel paragrafo 3.1.1.1.

3.2LA FORMAZIONE DEL SISTEMA BUCO NERO-TORO

Diamo ora una breve discussone de modelli proposti per spiegare
I'origine dello “scenario” nell’ambito del quale i bursts s sviluppano secondo le
teorie pitl accreditate (che vedono i bursts generars a partire dai buchi neri).

Il sistema buco nero-toro, fulcro del modello per il motore centrae dei

GRBs che andizzeremo, e associato a due possibili origini (van Putten, 2001b):

Tde dstema pud essere generato dalla coalescenza di un sistema binario
formato da un buco nero e da una stella di neutroni. Le stelle binarie sono coppie di
stelle che ruotano attorno a loro centro di gravitg rimanendo legate reciprocamente
dall’ attrazione gravitazionale. Quando la sella di neutroni, perdendo momento
angolare attraverso emissoni gravitaziondi, s awvvicina d buco nero, diventa
soggetta alle consistenti “forze di marea’ di quest’ultimo, che porteranno ala sua
“rottura’. A seconda delle condizioni, la materia magnetizzata andra ad iper-
accrescere il buco nero o formeraun toro di vita piu 0 meno lunga in sospensione
attorno ad esso: se la “rottura’ avviene al’interno dell’ ultima orbita stabile del buco
nero, i residui della stella di neutroni collasseranno rapidamente ad accrescerlo; se
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invece avviene al’ esterno, la materia s distribuira sottoforma di un compatto toro di
accrescimento in rotazione attorno ad (vedi Figura 10).

Figura 10 Il collasso di un sistema binario composto da un buco nero ed una stella di neutroni.

Il secondo scenario per laformazione del sistema buco nero-toro e il cosiddetto
“scenario ad ipernova’ (illustrato da Paczyiski, 1997). Esso rocede dal collasso
gravitazionde di una giovane stella massiva, inizidmente parte di un sstema binario,
dotata di elevato momento angolare. 1l collasso daraluogo ad un buco nero centrale
ed una struttura toroidale ad esterna, accoppiati da un forte campo magnetico
ddl’ordine di 10" gauss. Questo campo magnetico supera di un fattore ~10° quelo
che caratterizza una stella di neutroni. Pertanto, anche il trasporto di energia ad
associato, risultera molto elevato. Tanto elevato da portare il sstema ad esplodere
emettendo energia in quantitasuperiore a quella emessa da una supernova. Per questo

motivo il fenomeno prende il nome di ipernova.

Con entrambe le soluzioni proposte, sia che il toro sa il resduo di una
stella di neutroni sSia che 9 generi a partire da una giovane stella massiva, S perviene
dla conclusone che in permara parte della magnetizzazione della sela
d origine, particolare molto importante per lo svolgers del process fisici coinvolti
nel nostro modello.
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3.3 LA DISPOSIZIONE DELLE LINEE DI CAMPO MAGNETICO
IN UN SISTEMA BUCO NERO-TORO

Come s e detto, il toro di accrescimento, circostante il buco nero, é
costituito da materiale barionico magnetizzato. Diamo ora un quadro della complessa
disposizione spaziale celle linee di campo magnetico che coinvolgono i due corpi € |
fenomeni legati a questa particolare distribuzione.

Nella Figura 11 troviamo una visone schematica della magnetosfera
circostante il sistema buco nero-toro, osservata in sezione poloidale. 1l toro
supportera tre famiglie di linee di flusso: la prima collega la sua faccia esterna con
I"infinito (sono pertanto linee aperte), la seconda collega la sua faccia interna con |l
buco nero, la terza € codtituita da una sexie di linee di flusso “inattive’” che, partendo
dalla superficie interna del toro, s richiudono sulla superficie stessa dopo aver
descritto un’ orbita chiusa

Il buco nero, invece, in presenza del campo magnetico esterno generato dal

toro (di magnetizzazione n3), produrra un tubo di linee di flusso aperto verso

I"infinito e supportato dal momento magnetico d'equilibrio nf, che viene indotto

ad assumereintali condizioni (vedi par 3.4.1).

Quanto ci preme puntualizzare e che la differenza fra idivers “candi” con
cui il sstema, nel suo complesso, aimenta le emissioni energetiche che andiamo ad
ipotizzare, € associata a diverse famiglie di linee di flusso: secondo quanto teorizzato
da van Putten (2001a), avremo, in particolare, un’emissione leptonica da parte del
buco nero e divers tipi di radiazione da parte del toro (vedi prossmo capitolo).

47



CAPITOLO 3 - CONCETTI BASE DELLA RELATIVITA' GENERALE

Figura 11. Visone schematica ddle linee di campo magnetico in un Sstema buco nero-toro secondo
una sezione poloidde. S noti che il toro supporta linee aperte verso I'infinito, linee chiuse che lo
relazionano d buco nero e linee “inattive’” che descrivono orbite chiuse. 1l buco nero invece supporta

un tubo collimato di linee di fluso, dovute dl’induzione, in presenza ddla megnetosfera, di un

momento magnetico d equilibrio N, .

Consideriamo ora, in particolare, come i due corpi (buco nero e toro)
interagiscano fra di loro. || campo magnetico coinvolto dalla parte di linee di campo
che li uniscono fara da tramite per un trasporto di energia dal buco nero (il cui
momento angolare funge da “serbatoio” energetico) ala faccia piu interna ddl toro,
prolungandone la vita. D’dtro canto, un fenomeno competitivo verra ad istaurars
nella faccia piu esterna, dove “venti magnetici” tenderanno, asseme ad emissioni
radiative, a disperderne I’ energia

E' noto (vedi Thorne, Price e Macdonald, 1986) che la supeficie

d orizzonte di un buco nero rotante non e sferica (come quella prevista per un buco
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nero di Schwarzschild) ma piu 0 meno appiattita, a seconda della velocita con cui
precede. Quando il buco nero entra in contatto con la magnetosfera esterna nel
quale € immerso, tendera a perdere il suo momento angolare. Verra alimentata,
in questo modo, una perdita di energia che seguira la formula (vedi nuovamente
Thorne, Price e Macdonad, 1986):

&= ZaBMsing)’ (0)
dove & indica I’angolo formato dalla direzione di J con la direzione del campo
magnetico.

Poniamo:

F(B)=2pA
(come in van Putten, 20014) indicando con A il flusso di campo magnetico (a meno
di un fattore costante).
La (80), trascurando le costanti e consderando le unita geometriche,
diventera
E =WA?
dt
Adattando la perdita di energia da parte del buco nero a nostro caso

(81)

specifico, dovremo operare un paio di accorgimenti: innanzitutto la U che compare
nella (81) dovratener conto del fatto che non soltanto il buco nero, ma anche il toro
che supporta la magnetosfera, ruota, pertanto la velocita angolare dovra essere

sogtituita con una velocita angolare relativa W,, - W5 ; in secondo luogo, il campo

magnetico interessato nel processo di trasferimento d' energia fra i due corpi non
coinvolgeratutto il campo B supportato dal toro, ma soltanto quella frazione f,B che
lo mette in comunicazione col buco nero. (Chiameremo invece fyy la frazione di B
dispersalungo le linee aperte che vanno al’ infinito).

Se riscriviamo quindi la (81) consderandola come momento di forza che il

toro riceve dal buco nero, scriveremo:

t, = (W, - W )fiA2 (82
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Andogamente, |la perdita di energia da toro sottoforma di “venti
magnetici”, alimentata dalle linee aperte che questo supporta, seguiralalegge:
t. =W f2A? (83)
dove abbiamo indicato con W. la velocitaangolare ddla faccia pit esterna del toro,
I” unica coinvolta nel processo.

Il momento di forza t, compenserg oltre a t_, I'ulteriore momento

opposto t relativo alla perdita di energia per via radiativa. L’ equilibriofra t,, t_

rad’

et,, daraluogo alo stato di “sospensione della crescita’ responsabile (secondo van

Putten e Odtriker, 2001) della creazione dei GRBs lunghi (vedi prossimo capitolo).

34L'EMISSIONE LEPTONICA DAL BUCO NERO

3.4.1 Momento magnetico d’equilibrio di un buco nero

Com’e noto, un buco nero non dotato di una carica intrinseca non puo
alimentare, in s&, un campo e ettromagnetico proprio. Tuttavia un buco nero di Kerr
(cioé scarico e in rotazione su S€ stesso), immerso in un campo magnetico B,
paralelo d suo asse di rotazione, € in grado di acquistare carica e deformare le linee
di forza, ad esso circostante, attirandole a sé. Questo e proprio il caso del nostro buco
nero, immerso nella magnetosfera propria del toro.

Andiamo a considerare, in concreto, come questa influenzera lo stato di
energia minima (quindi quello piu stabile) del buco nero, seguendo quanto illustrato

daWwad (1974).
L’ energiadd buco nero, in un generico momento, €&:
S BJ, o
e=q2 - —n0 (84
e2M M g

50



CAPITOLO 3 - CONCETTI BASE DELLA RELATIVITA' GENERALE

in cui Q sarala carica del buco nero, M la sua massa, J, il suo momento angolare, B
il campo magnetico poloidae medio, e q la carica di una particella collocata ad
r=2M.

Immerso in questo campo magnetico prodotto dal toro, il buco nero reagira
caricandos fino ad un vaore limite corrispondente all’energia minima, ovvero lo

stato d’ equilibrio (che indicheremo con |’ apice €):

ﬂee @Qe _ ‘]H B_O

g 2M M
Q :J_HB
2M M

La caricad equilibrio sarapertanto:
Q®=2J,B (85)
Finora non abbiamo ancora mai introdotto la condizione che il buco nero sa
in rotazione su s stesso. Se il buco nero e di questo tipo, sara vincolato dalla
condizione di Kerr: J,, £M ? (come s deduce dallaformula (79)). Per cui, dalla (85)

dedurremo che sara
e
Q— £ 2BM
M
Quest’ equazione in unita geometriche s puod riscrivere, in unita di massa solare e

gauss come

e

m £2BM =17 10 ®(M/M,)B (gauss)

che ci da, per il rapporto carica su massa, del valori sempre molto a di sotto di 1.

Approssmiamo quindi la (85) come:

Q° @J,B (86)
Ora, poiché il momento magnetico del buco nero s scrive come:
m, =QJ,, /M

(come é dimostrato da Wald, 1974), al’ equilibrio avremo:
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J
m; @M—H BJy (87)
Introducendo, infine, il momento angolare specifico del buconero a=J,, / M :

nf, @BJ,, (89)
che risulta essere il momento magnetico d’ equilibrio del buco nero. Quest’ ultimo ha
il duplice effetto di mantenere un forte accoppiamento con il toro e sostenere un tubo
di flusso magnetico parallelo al’asse di rotazione del buco nero, attraverso il quale
avviene un'emissione di leptoni ultrarelativistici (9 veda, ad esempio van Putten,
2001c).

3.4.2 Perdita di momento angolare ed emissione di particelle dal buco

nero

Ne paragrafi precedenti, abbiamo visto come avviene la formazione e la
distribuzione reciproca nello spazio del sistema costituito da un buco nero e un toro, e
come quest’ ultimo supporti una magnetosfera che avvolge ed influenzail primo.

In accordo con il teorema di Rayleigh ogni corpo rotante ha la tendenza a
liberars del suo momento angolare; i buchi neri non fanno eccezione. E' possibile,
quantitativamente, vautare come questo avvenga a partire dalla prima legge dela
termodinamica. Vediamo in che modo.

Consideriamo un buco nero:
saM lasuamassa,

J4 1l suo momento angolare,
Uy, la sua velocitaangolare (connessa a J, attraverso laformulaclassica

Wy =— (89)

con | =momento d'inerzia del buco nero)

Ty = temperatura di orizzonte e
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Sy = entropia.
In base dle grandezze definite, andiamo a riscrivere la prima legge della
termodinamica
dU =TdS- pdVv (90)
L’energia interna, nella (90), s puo riscrivere anche come dU :d(Mcz), oppure
(ponendo c=1) dU =dM . Per quanto riguarda invece la variazione di energia cinetica
dT =- pdV, dobbiamo tener presente I'equazione classica del moto di un corpo
rigido T :%IWHZ che diventa dT =I1W,dW, ma (poiché dJ, =1dw,) dlora
dr =- pav =W,dJ,,.
La (90) s scriveraquindi come;
dM =W, dJ,, +T,dS, (91)
(vedi van Putten e Ostriker, 2001).
La formula (91) esprime cosi la variazione di massa del buco nero dM
ovverosa la massa del proiettile espulso. Se definiamo momento angolare specifico
di un corpo il rapporto fra il momento angolare e la massa del corpo cui e

associato, avremo che:

. . . J
il momento angolare specifico del buco nero & a= VH (92
. . : L _al,
il momento angolare specifico della particellairradiata & a, = M (93)
Possiamo orafare le seguenti osservazioni:
a, = Dy _ (andando a sostituire con la (93)) = dJy

dM W,dJ,, +T,dS,

ma , tenendo conto che il buco nero subisce una perdita di momento angolare (quindi
dl,, £0), che Ty e una temperatura e quindi € sempre 3 0, e che per |’entropia
as, 3 0, avremo:

4 =Wy dJ,, , 1
P M W,dd, +T,dS, W
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ma, poiché W, = (2M ) * &lavelocitaangolare limite di un buco nero di massa M

(vedi Hawking, 1976), dlora
1

a =Hn - Ay 3 3 2M >M
P dM W, dd, +T,dS, W,

infine, considerando che per una massa My, deve essere che J,, £ GM  / c(vincolo

di Kerr, vedi par 3.1.2.1)

it W, 3_—_32M>M?3

ap = = —=a (94)
dM ~ W,dJ, +T,dS, W, M

In conclusione, dalla formula (94), deduciamo che il momento angolare
specifico della particella irradiata € maggiore di quello del buco nero stesso, quindi,
durante I’emissione di una particella, la Situazione energeticamente pit conveniente e
guella che vede gran parte del momento angolare totale portata via, asseme ad una
piccola massa, dal proiettile. Questo dimostra come il buco nero alimenti una
luminositaisotropa sfruttando I’ energia associata ala sua rotazione.

3.4.3L'emissionedei GRBs

Quando il buco nero entra in contatto con la magnetosfera esterna nel quale

e immeso, e che e sostenuta dal toro, S viene a creare un tubo di linee di flusso

aperto, a partire dal buco nero, sostenuto dal momento magnetico d'equilibrio nj,
introdotto nel paragrafo 3.4. Questo tubo di flusso avrala forma indicata n Figura
12,

Il frame dragging prodotto dalla rotazione del buco nero introdurra una
differenza di potenziae fra le due superfici 1 e 2 in figura, generando correnti di
carica su scale molto ampie (vedi van Putten, 2001a). Queste correnti trasporteranno

leptoni lungo il tubo di flusso aperto paralelo al’asse di rotazione del buco nero. La
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magnetosfera esterna interverrasu questo flusso separandone le cariche e favorendo,
pertanto, un flusso di elettroni ed uno di positroni di verso opposto. Proprio quest
fluss leptonici sono suggeriti da van Putten come input per I’emissione di GRBs
secondo il “fireball model”.

L’introduzione di un tubo di linee di flusso, che “incanda’ la fuoriuscita di
leptoni, risolverebbe il paradosso secondo il quale i buchi neri di Kerr (attuamente le
sorgenti piu probabili de GRBS) emettono la loro energia in ogni direzione, mentre |

GRBs risultano essere collimati.

(Qy!)
x\x o

Figura 12. Azione dd frame-dragging b sulle superfic di flusso megnetico sostenute dal toro.

Vera indotta una differenza di potenzide (dipendente linearmente da b e dd campo magnetico)

che induce un flusso leptonico lungo I'asse di rotazione ddl buco nero, innescando in questo modo il
moddlo “fireball” che darebbe luogo a GRBs.

La distribuzione bimodale dei GRBs viene giudtificata, nel modello buco
nero-toro, associando la durata del burst alla durata del sistema stesso. Quando nel

sstema permane uno stato di equilibrio fra il buco nero ed il toro (stato che
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chiameremo “sospensione della crescita’ del buco nero e che assoceremo, come s
vedra nel paragrafo 4.1, ad una sua rapida rotazione) il flusso di leptoni durera
qualche decina di secondi. Se invece il toro collassera rapidamente nel buco nero
(stato che chiameremo di “iper-crescita’ del buco nero e che saradovuto ad una lenta
rotazione di quest’ultimo) avremo una vita molto breve del sstema e, pertanto,
un’emissione leptonica di breve durata (vedi van Putten e Ostriker, 2001).

Oltre dla bimoddita della distribuzione temporale, il modello buco nero-
toro s accorda con i risultati sperimentali per dtri importanti fattori: per |'origine
cosmologica del fenomeno, per un’emissione energetica in accordo con quella
ufficialmente riconosciuta ai bursts, per la previsione di un fascio leptonico collimato
(con un angolo di apertura attorno ai 35°, vedi van Putten, 2001d) e per la possibilita
di costituire una “sorgente ripetuta’ di GRBS, se assumiamo che, dopo il collasso del
toro, il buco nero possa ripetere il processo partendo dai residui di materia ad
circostanti.
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Come abbiamo visto anche nel paragrafo 3.2, un buco nero in rapida
rotazione (che proietta il sistema buco nero-toro in uno stato di “crescita sospesa’)
supporta un tubo di linee di campo magnetico paralelo a suo asse di rotazione e dtre
che s collegano a toro circostante. Quest’ultimo, a sua volta, supportera linee di
campo aperte verso I’infinito (vedi Figura 13).

Figura 13. Schematica disposizione delle linee di campo magnetico attorno ad un sistema buco

nero-toro nello stato di “crescita sospesa’.
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Il buco nero che, immerso nella magnetosfera del toro, s stabilizzerasu di
un vaore di momento magnetico dequilibrio (vedi paragrafo 3.4.1), produrra
un’emissione di leptoni a velocita ultrarelativistiche, che saranno rilasciati seguendo
il tubo di campo magnetico.

Attraverso le linee di campo che s andranno a chiudere sulla superficie
interna del toro, invece, il buco nero cederaluminositaa quest’ultimo, in analogia a
guanto avviene nelle pulsar. La luminositga quindi, verra poi sfruttata dal toro per
aimentare la radiazione (verso |’ esterno del sistema) che gli consente di mantenere o
stato di crescita sospesa. Questa radiazione S suppone essere rilasciata attraverso
divers candi “invishili”: radiazione gravitazionae, venti barionici e forse emissone
di neutrini. Un'eventuale ossarvazione sperimentale del fluss attraverso questi
divers candi sarebbe la prova dell’ attendibilitadel modello buco nero-toro.

Andizziamo quindi, piu da vicino, il fenomeno che consente queste
emissioni, introducendo innanzitutto lo scenario nel quale s svolge: cioe lo stato
di “sospensione della crescita’ associato a GRBs lunghi.

41L0O STATO DI “SOSPENSIONE DELLA CRESCITA”

Come s e detto ndl paragrafo 3.2, il collasso di un sistema binario comporta
la nascita di un buco nero e di una struttura a forma toroidale in rotazione attorno ad
ess0. Quedt’ultima risulta formata da gas ne quali permane una magnetizzazione
residua. Gonsideriamo ora in dettaglio la situazione fisica di “crescita sospesa’, che
mantiene in vita il toro abbastanza a lungo da darci un flusso di radiazione
gravitazionale significativo, e che porta ala nascita de bursts lunghi secondo la
trattazione di van Putten (2001d).

L’evoluzione ddlla materia circostante il buco nero, come illustrato da van
Putten e Ostriker (2001), dipende in maniera crucide da momenti magnetici. In

accordo con quanto viene ipotizzato dai due autori, I’esistenza di due tipi di bursts
58



CAPITOLO 4 - PRODUZIONE DI ONDE GRAVITAZIONALI

(brevi e lunghi) s pud giudtificare ricorrendo ad un modello che li attribuisce
(rispettivamente) dl’“iper-crescita’ e ala “sospensione della crescita’ del buco nero,
dovute alla sua lenta o rapida rotazione. Vediamo perché.

Se la materia costituente il toro circostante il buco nero fosse soggetta
esclusivamente ai venti magnetici prodotti dal campo B che supporta, ben presto
collasserebbe. Tuttavia, I'intervento da parte del momento di forza positivo prodotto
dal buco nero, quando la sua velocita supera un certo valore critico, € in grado di
controllare il processo e fermarne il collasso, come andremo fra poco a dimostrare,
Quindi: quando la rotazione del buco nero sara lenta, il valore critico non sara
raggiunto, il toro collassera velocemente e avremo uno stato di “iper-crescita’ del
buco nero; quando invece la rotazione sara piu veloce, verra raggiunto lo stato di
“sogpensione della crescita’. |l primo stadio ha una vita breve, mentre il secondo e
piu duraturo. Simulazioni numeriche sono in grado di dimostrare che le durate
previste per i due stadi (“iper-crescita’ e “sospensione di crescitd’) sono de tutto
corrispondenti alla durata dei bursts (rispettivamente: brevi e lunghi), rendendo cosi
plausibile il modello.

Il toro s trovera (sempre secondo van Putten e Ostriker, 2001) soggetto ad
un’interazione esterna (ad opera del momento di forza t_ dovuto a venti che
tendono a disspare il momento angolare nella zona esterna a toro stesso) e
un’interazione interna (ad opera del momento di forza t, dovuto ala rotazione del
buco nero, come veniva anticipato ala fine del paragrafo 3.3) che tendera ad
impedirne il collasso. A queste dovremo aggiungere un terzo contributo (t ,.,) dovuto
dl'emissione di radiazioni dal toro e che agira (come t_) dalla superficie esterna
verso I'infinito, in maniera dissipativa.

Come suggerito in van Putten (2001d), il risultato della competizione sarg
oltre che consentire la “crescita sogpesa’, anche quello di produrre lievi oscillazioni
della frequenza di rotazione delle due facce ddl toro attorno a quella prevista dal moto

di Keplero (W, ). La conseguente produzione di una pressione radiale, indurrail toro

(di raggio maggiore a) ad assumere una forma molto sottile, riducendo a minimo la
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distanza d fra le sue due facce. Le velocitaangolari corrispondenti ala faccia interna
(U,) eaqudlaesterna(U.) S scriveranno come:

W, » W gii %g (100)
| due momenti di forza citati (vedi paragrafo 3.3) saranno invece pari &

t, =W, - Wp)fiA% (101)

come giaintrodotto con laformula (82), e

t. = AZfSW. (102)
Ricordiamo che i fattori fy ed f,, che compaono nelle (101) e (102) sono,
rispettivamente, la frazione di linee di flusso del toro connessa a buco nero e quella
che va dl’infinito. In generde avremo che la somma f, + fy, dei due termini darauna
frazione compresa fra ¥&d 1. Il rimanente contributo + f,, — fy € dovuto dle linee
chiuse inattive del toro (vedi Figura 11 nel paragrafo 3.3).

Per quanto riguarda il flusso che va dal buco nero a toro, A deve essere:
A» ad(B; ) ©)(103)
cioe deve dipendere dalla componente poloidae di B, dal raggio maggiore a ddl toro

e dalla separazione radiale d fra le sue facce esterna ed interna.

In accordo con van Putten (2001d), se vogliamo ora analizzare la nascita dei
GRBs lunghi, dovremo sfruttare le (101) e (102) per imporre lo stato di “arresto della

crescita’. Bilanceremo pertantoi momenti t,, t_ et mporremo, analogamente,

rad *

anche |’ equilibrio fral’ energiatrasferita (dal toro o verso il toro) per unitadi tempo:
it, =t_+t
e (104)
TWit, =Wit_ +W;t , +P,

rad

incu:

) Conle parentes angolari indichiamo il campo magnetico mediato nel toro.
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W, » Wi E’ii %9 sono le velocita angolari delle facce interna ed esterna del toro
e a

(come detto in precedenza),

W, » W, elafrequenza angolare dell’ orbita media,

t,.q €laparte di momento di forza persa dal toro sottoformadi radiazione

e P, eil termine che tiene conto della dissipazione che avviene fralafacciainterna e

quella esterna del toro.

L’ accoppiamento fra la faccia interna ed esterna € da considerars dovuto
eclusivamente dla parte radide del campo magnetico B, che agira su di una
superficie pari a20ah (con h atezza del toro). Se chiamiamo B, laparte radiale del
campo magnetico, da un’analis dimensionale della (104) potremo scrivere che la
dissipazione sarapari a

P, » A2(W, - W )2 (105)

dove:
A =ah(B?)"” (106)
La (106) € la radice quadratica media dd flusso irradiato, mediata sull’ interfaccia di

area 2pah, fra le due supefici (interna ed esterna) del toro. Quindi, mentre il

momento angolare trasportato dal buco nero a toro comprendeva un fattore <BJ ) (in

virtu ddle (101) e (103)), il momento angolare trasportato attraverso gli strati interni
a toro risulta proporzionale ad un fattore <Br2>1/2 (attraverso le (105) e (106)).

Mentre il primo considera solo m=0, il secondo interessa una mediazione su tutti |
possibili numeri quantici azimutali m.

Possiamo ora, sempre in accordo con quanto esposto in van Putten (2001d),
dare una stima approssimativa del rapporto A / A (una stima esatta non puo infatti
prescindere dala conoscenza dettagliata della turbolenza dl’interno del  toro).

Scriveremo quindi A, / A come radice quadrata del numero de modi azimutali
m=a/d:

61



CAPITOLO 4 - PRODUZIONE DI ONDE GRAVITAZIONALI

Al A»(ald)? (107)
Andiamo ora a sodtituire la prima delle equazioni (104) nella seconda,
avremo:

W, ([t +t,4)=Wt. +Wt _, +P,

rad

Wit - Wit =Wt - Wt - P,

Wy - W kg = (W, - W - Py (108)
Ricordiamo che:
Py » AZ(W, - W )° (109)
t. = A*fSW. (110)
e introduciamo le seguenti approssmazioni:
W » W, (111)
W, - W »g%wT (ottenuta dalla (100)) (112)
f <1 (113)
Mettendo le (111) e (112) nella (108) avremo :

-g%mu”m»g%mm_-Fg

andiamo ainserire quindi la (109):

3d 3d ,a8d . &
- —— Wit —— Wt _ - —— W, +
ZaV\'LI' rad »zavvl' - Argzavvl'g

Wit »%QWT%Z Wit
a

Andiamo ora a sostituire la (110)

2 2 @ 2 l:l
WA oy W AT B O E(J-WTZAZng
2 éeAg ag
A 2
W, 2A% € A § d ,u
Wt _o» = —-2f50
T rad 2 gj?fi:g a Wg
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Wit o » W, 2A%[3(A 1 A2(d /a)- 2£2]» aw, 2A2 (114)
Dove (seguendo le notazioni di van Putten, 2001c) abbiamo indicato con &il fattore:
a=3A /A)?*(d/a)- 2f2
che (tenendo conto della (107)) e ddl’ ordine di:
a=3- 2f?2
Ponendo la (114), la(101) ela (102) ndla prima delle (104) S ottiene:
AZE2 (W, - W, )= A% F2W. +aW, A’

maW. » W, » W,

f Wy - W)= fiwe +aw;

f2W, = F2W + f2W, +aW,

feW, = (ff| + f2 +a)\NT

w8
Wy {2+ 12 +a)

maa=3- 2f?2

(115)

La formula (115) esprime il rapporto fra la frequenza di rotazione del toro e quela
del buco nero. Come s ricordava al’inizio del paragrafo, f, ed f,y, sono due frazioni
la cui somma e compresa fra ¥2&d 1. Pertanto, la differenza del loro quadrati, nella
(115) ci daraun fattore <<3, quindi trascurabile.

Possiamo affermare dunque che:

W, /W, » f2/3 (116)

Per un toro sottile, possiamo assumere che f,, p (M /a)* (vedi van Putten,

20014) e, prendendo per il toro la W di Keplero:
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_éG(M + m)gl/2

W =a——— » MY2/a%2 inquanto m<<M.
g a& H

Ddla(116) avremo:

MU e g
W, a*'? 3¢ a y
1 1M7?
W, 3 55/2

Ovverosa

a IJ. M 7/5Wa/5 (117)

Con la (117) abbiamo dimogtrato che, al’ aumentare della velocitaangolare
del buco nero, il raggio a dela struttura toroidale attorno ad ha la tendenza a
crescere, contrastando in questo modo il fenomeno che lo vedrebbe collassare
rapidamente qualora fosse soggetto esclusvamente a venti magnetici, e dimostrando

cosi laplaushilitadellateoria formulata da van Putten e Ostriker (2001).

4.2 CONFRONTO FRA EMISSIONE GRAVITAZIONALE ED
ELETTROMAGNETICA DA UN TORO

Il moddllo di van Putten calcola I’emissione di onde gravitaziondi a partire
dalla situazione di “crescita sospesa’ descritta nel paragrafo precedente. Il fatto di
aver imposto questa situazione d’ equilibrio ci consente di avere una vita abbastanza
prolungata per il sstema, quindi un flusso di radiazione considerevole. Introduciamo
un’ ulteriore precisazione, senza la quale non sarebbe concepibile avere emissione
gravitazionale, supponiamo cioé che la forma dela druttura toroidae non sia

perfettamente ssmmetrica rispetto al’asse di rotazione, ma presenti delle piccole
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deformazioni della superficie. Questo é plausibile in guanto il toro € soggetto a
divers tipi di tensoni: nella sua parte interna, dove interagisce con il buco nero, e
nella sua parte esterna, dove alimenta un flusso, sottoforma di venti magnetici, che
asseme dla radiazione tende a dissiparne I’ energia (come gia esposto nel paragrafo
precedente).

Per descrivere la produzione di onde gravitazionali da parte del toro, nelle
condizioni di un toro massivo e non ass-Smmetrico in rotazione attorno ad un buco
nero ancora pil massivo, partiremo dala formula (B5), ricavata in appendice B e
tratta da Shapiro e Teukolsky (1983):

_3G* M’m?*(M +m)
5 ¢c® a’

Low (118)

La (118) esprime I'energia emessa sottoforma di onde gravitazionai e per
unita di tempo, da due masse puntiformi che ruotano I'una rispetto dl’atra su di
un’ orbita circolare. Consideriamo qui M come massa del buco nero e m come massa

del toro.

Introduciamo orala frequenza W come:
+
W2 = G(M 3 m)
a

p 1/2
owvero: W, = eAG(M—:m)‘,J (119)
g a® H

e (conformandoci alle notazioni usate in van Putten, 2001€) indichiamo:

(mM )3/5

M=——I
(m+M)1/5

(120)

Introducendo le variabili appena definite e passando in coordinate geometriche, la
(118) diventera

32 G7/3 (M + m)5/3 (mM )2
L ow » S G™'? a5 (m+ M )2/3
7/3 1/2 as o3
LGW»QG %% (M +m) (mMm) v
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L w22 (W 1) (121
Se congderiamo ora la massa M ddl buco nero significativamente maggiore della

seconda, potremo operare la seguente approssimazione:

Mo
M» M C—~
eM g

laformula (121), quindi, diventera

32

.2
Low» E (WT M )10/3@9

M (122)
Ricordiamo a questo punto che la formula appena ricavata e vaida per una massam
puntiforme che ruota attorno ad M (non c'e pertanto Smmetria del sistema rispetto
al’asse di rotazione). Se la vogliamo considerare vaida invece per un toro, che s
sviluppa smmetricamente rispetto ala massa centrale, dobbiamo ammettere che sulla
sua superficie sano presenti delle increspature che lo rendano, per questo, non
asssmmetrico: non sara pertanto tutta la sua massa m, nella (122) a contribuire
al’ emissone gravitazionade, ma una sua frazione em. Correggeremo quindi la massa

m ddl toro per un fattore e in questo modo: m® em. Avremo, percio:

.2
L aw »§(WTM Jor3@BNO o2 (123)
5 eM g

Per il toro, tuttavia, S prevede anche un’emissione di tipo el ettromagnetico,
che, nd modello di van Putten, viene cadcolaa in anadogia al emissone
elettromagnetica di una pulsar. In una pulsar, I’emissone nelle onde radio, € data

dalaformula (A5) ricavatain gppendice A e tratta da Shapiro e Teukolsky (1983):
2p6 4
o = M dn‘a (124)
603

dove con R indichiamo il raggio della pulsar, con Wy la sua frequenza e con a

L

I’angolo formato dal campo magnetico B> con il momento di dipolo magnetico .
Quest’ ultimo, saradefinito (vedi appendice A) come:
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= BF’ZR (125)

Introducendo questa definizione nella formula per Lgy, avremo:

.2
aB,R° 0 2W,"

Lem= . sn‘a
é 2 g
Lgn=—W,*'m,%sin%a

3 "

Coerentemente alla notazione di van Putten, facciamo ora il passaggio in coordinate

geometriche:
— 2 4 2012
Lem—éwp m,“sn“a

Se approssimiamo ora %sinza » 1/p, dlora

Lo =W, ', 2 (126)
P

Adattando la formula (126) d toro del sstema di van Putten, lasceremo
(naturalmente) cadere il pedice P, che sostituiremo con T. Andremo ad ntrodurre,
quindi, la condizione di non-ssmmetria del corpo (ana ogamente a quanto visto sopra
per la radiazione gravitazionale) semplicemente correggendo il momento di dipolo
magnetico per il fattore e, in questo modo: Mp® emy; . La radiazione e ettromagnetica

prodotta quindi da un toro in rotazione con una frequenza W; saradata da:

L g =W, “m, 262 (127)
P

Una volta espressa la radiazione gravitazionale e quedla eettromagnetica
prodotta dal toro, risulta significativo vautare il rapporto frai due tipi di emissone:

1.4 2.5 1 M 2
Lo Low » — e’ —
em- Low pVVr m 20 (WTI\/I)10/3 m2e?
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li\er/3mr2 1 28

Lem: Low >
em - =GW PR MY m?

2 5/3
Len: Low »li_mr W. 213 M

129
pRM: T m? (129)
A guesto punto introduciamo le seguenti considerazioni:
- SiaV7 il volume dd toro: Vy»2p*r’a (dove con r indichiamo il raggio
della sezione del toro, che supporremo circolare, e che corrisponderaalla

semidistanza radiale frale due facce: r = d/2)

- SaVy il volume del buco nero: VH»% M? (in unitageometriche)

- Seil momento magnetico di una pulsar €

3 3
BpR" _ 3 Bp 4R :i BV, , inanaogia, il momento

M2 3 ®

magnetico del toro sara m, = % BV;

- SakE »i B2V, (nelanotazione di Lichnerowich)
B &) T

In base a queste 4 definizioni, avremo che:

m 9 BV _ 9 & EgVY _9_ 4 V _3_ VW
37 2 3 2 3__EB_ =-Es
M® 64p° M 64° Vi M® 8 " 345 2 "V,
3
E))EEB_T
M3 2 7V,

Introduciamo ora questo fattore nella (129):

153 Vi W2/3M5’3

Len:Low »——=-E, — (130)
em GW 3 BVM T m2
2.2 5/3
Lon: Low » =2 gy 218y 2is M (131)
ﬂMS m

3
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45

. / E. r?a
Lem. LGW » EWT2 3M 23 =B _ =

m? M ?2

Consideriamo ora come entrambe le distanze r ed a saranno dell’ ordine del raggio di

(132)

Schwarzschild del buco nero, ovverosia: a @M ; approssmeremo quindi rFa » 8M° e
la (132) diventa:

45 2/3 EB aam 62
Lo L — (WM —c—= 133
em GW»16( T ) Mgmg (133)
e, trascurando i coefficienti numerici:
E .2
Lan: Law » (Wym 22 =M 0 (134)
Mémg

La formula (134), ottenuta per un toro di massa m in rotazione con una
frequenza W; / 2p rispetto ad un buco nero di massa M molto maggiore, esprime il
rapporto fra I’energia per unita di tempo emessa dal toro sottoforma di onde
elettromagnetiche e I’energia per unitadi tempo emessa dal toro sottoforma di onde
gravitazionali.

Vautiamo ora, indicativamente, la (134) dopo aver imposto atre due ipotesi:
Il campo magnetico supportato dal toro siaun campo debole b Eg/M»10°
Abbiamo detto che la massa del toro deve essere molto minore di quella del
buco nero, tuttavia essa non deve scendere a di sotto di una certa soglia,

dtrimenti I’emissone gravitazionde risulterebbe del tutto trascurabile b

M/mELD”,
oM +mo
Ricordiamo infine che, in unita geometriche, W; =¢ ——= Mma siccome
e a> o
aM +ms’’ @l o1
a»MedM>m, P W; » T »c—+F =— P WM»1
TTEME 5 éM2p M

Sotto queste ipoted, la (134) diventera

Lan: Low £10°°10%
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ovverosa 100Lgy, £ Low

Quindi: calcolando I'intensita della radiazione gravitazionale ed eettrica emesse dal
toro, adattandole dalle formule rispettive valide per una pulsar, concluderemo che,
nel sstema buco nero-toro formulato da van Putten, I’emissone di natura
gravitazionale domina su quella di natura eettromagnetica per un fattore minore o
uguae a 100.

43 INTENSTA' DELL'EMISSIONE GRAVITAZIONALE

Dopo aver vautato il rapporto fra le emissoni gravitazionde ed
elettromagnetica da parte del toro, ed essere cosi pervenuti alla conclusione che la
prima domina la seconda (vedi paragrafo precedente), € plausibile, in gquesto contesto,
trascurare la radiazione elettromagnetica e considerare t,q, momento di forza
associato dle radiazioni del toro, esclusvamente dovuto a quella gravitazionale.
Percio, per la (114) dimostrata nel paragrafo 4.1, avremo:

Low » Wit »aW, >A? (135)

rad

Laluminositafornitaal toro dal buco nero (Ly ), S scrivera
Ly=Wit, =W, (W, - W, )f2A? (136)
Per l[a(101) del paragrafo 4.1.

Calcoliamo adesso il rapporto frala (135) e la (136):

aW, >A? W aW,
Wh (WH B WT)fI—?AZ Wh (WH ) WT)fI-2|

I—GW: LH:

ma, ricordando orache W, /W,, » fZ2 /3 per la(116), avremo:

fa aW; aW,

Low: Ly= s
3 (W, - Wy )fZ 3(w, - W)
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Ma, ancora per la (116), avremo: W, » 3W, / 2

Low: Ly = } aWT = E a
&3 0 3 0
oW Es-L
fH %] H (%]
Ricordiamo, infine, che a =3- 2f 2. Quindi:
2
Lew: Ly= 13" 2fw.
33 0
(é_z - 1%
fH %]
e perverremo cosli a quello che € uno de risultati pit importanti a quali il modello ci
porta:
. 1
I—GW . I—H » — (137)
3
2
Nella (137), abbiamo trascurato il fattore ﬂ in quanto favariare di poco
&3 0
T

il fattore 1/3; la (137) risulteracosi una buona approssmazione.

Abbiamo dimostrato, quindi, come un terzo della luminosita che il buco
nero fornisce a toro vada ad adimentare il flusso di radiazione gravitazionae.
Procediamo pertanto a valutare, quantitativamente, quale sara I’ energia associata a
tale radiazione,

La massima energia rotazionale che un buco nero di Kerr puo fornire e data

ddladifferenzafral’ energiadi massatotale el’ energiadi massairriducibile:

1/2
& N
Erot = (M - |\/Iirr )C2 =§M irr2 + 2 : CZ - M irrC2 (138)
M~ g
/
con M, :%(rH = a2)l ’ (139)

vedi Thorne, Price, MacDonald (1986), e
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r, = orizzonte degli eventi (vedi paragrafo 3.1.2.1) ° M ++VM? - a®>  (140)
Vautiamo ora queste grandezze nel nostro caso. Poiché per un buco nero di

Kerr deve essere che M 23 a? (vedi formula (79) per Q=0), risultera comodo
adottare la seguente parametrizzazione (introdotta da van Putten, 1999):
sné=aM
per cui: J,, =M?Zsinl
ela(140) diventera

r, =M +/M?- M2sin2 =M + M cosl
ela(139):

M =%(M2+Mzcoszl +2M % cosl + M %sn?l )”2

:%(ZM > +2M? cosl )1/2

1/2
+cosl ¢
e 2 o
=M cos}
In questa notazione, laformula (138) S scrivera

.1/2

e M*sin?l O
Ew =GM?cos’+————= ¢”- Mc” cos};
g 4M 2 cos” L
; .1/2
,& ,,  4sn®Lcos’L o .
=Mc?Gcos” L + -~ - Mc? cost
g 4cos?L % 2
2 1}
2 2 | 2 W2 2 |
=Mc"|\cos” 5 +9n” 5] - Mc® coss
— 2 |
=Mc (1- cosi)

(141)

Lo stato di crescita sospesa del buco nero, durante il quale andiamo a

valutare I’ emissione gravitazionale, corrisponde (come s € visto nel paragrafo 4.1) ad
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un periodo di rapida rotazione attorno a suo asse. Se consideriamo la rotazione
massima che un buco nero di Ker pud raggiungere (a=M) b snél pe la
parametrizzazione introdottaprima b é=3d/2 ela(141) dara

E,o =0,29Mc?

dove con M intendiamo sempre la massa del buco nero. Riscriviamo ora questa

formula in funzione della massa solare (M,,) rinormalizzandola per un buco nero di
massa 7M.,

E,, =370 (M/7TM,) ergs

@410% (M/TM,,) ergs (142)

Ddl’energia rotazionade liberata dal buco nero, una parte andra ad
dimentare un flusso di leptoni secondo le linee di campo pardlele a suo asse di
rotazione (come introdotto nel paragrafo 3.4.3), mentre un’ dtra parte s depositerasul
toro. Chiameremo E, questa frazione di E.. L’efficienza con la quale I'energia di
spin E del buco nero s distribuisce sul toro circostante e data (per la prima legge
dellatermodinamica dei buchi neri) dal rapporto U/U,.

Per quanto riguarda la U; del toro, la approssimeremo (come giafatto in
passato) con la normale Uy di Keplero:

Wi » Wy (143)

Per quanto riguarda invece Uy, andremo a vautarla sfruttando la stessa

parametrizzazione (Siné = a/lM) usata in precedenza. Poiché:

&M 0
W, = +
" 5

2
M:\/AH +4pJH

16p A,
3pJ y

A I
A“\/16p+4p A,

W, =

NI~
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(vedi Thorne, Price, MacDonald, 1986) dove:
A, = 4p(r+2 + a2) & la superficie d’ orizzonte
er,=M +\/m eil raggio d orizzonte.

Nella nostra parametrizzazione in funzione di &,

Jy, =M ?Zsinl

r, =M (1+ cosl )

A, =8M 2(1+cosl )

W, 1 snl

:E 2 2cim2
L+ cosl ) M ?(1+cosl ) , M?sin®
2 (1+ cosl )

| |
ZSII’]?COSE

N

s 2 | |
sn Ecoszz

cos” 5 M \/cosz L+

I
cos’ &

1
W, =——tan’ 144
H 2M 2 ( )
Valutiamo adesso la (144) nel caso di un buco nero in massima rotazione che, come
abbiamo giavisto, corrisponde a considerare & = /2. Questo valore, nella (144) ci fa

pervenire ad un valore di Uy, :
W, » 1 (145)
SV

Il rapporto fra le frequenze (rispettivamente) del toro e del buco nero, risultera
pertanto:

Wi » 2MW, (146)

H
Poiché, per un’orbita circolare attorno al’ equatore di un buco nero di Kerr, la terza
legge di Keplero s scrive:

M 1/2
R3/2 +aM 1/2

W, =
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e, in caso di massma rotazione:

M 1/2
K = R32 4+ M 32
la (146) diventera

»

W.
T » 2 (147)

WH %593/2 +1
eM g

per un toro di raggio R attorno a buco nero di Kerr di massa M in massima rotazione.

Se prendiamo un valore conservativo di » 0.1 per il rapporto U/Uy
(analogamente a quanto svolto in van Putten e Levinson, 2001) alora concluderemo
che I'energia E; che giungera sul toro sara soltanto un decimo del’energia
rotazionale totale E,;. Poiché quest’ultima e stata valutata intorno ad un valore di

circa 4x10>* ergs (per un buco nero di massa M » 7M,, vedi formula (142)),
concluderemo che |’ energia con laquale il buco nero aimentail toro e pari &

E, @410 xM/7TM,,) ergs (148)

Infing, poiché come abbiamo dimostrato con la formula (137) I'energia

dissipata dal toro in radiazione gravitazionae € circa un terzo di quella che gli viene

fornita dal buco nero, alora:

Eqw @O0% XM/7TM,) ergs (149)

Quindi, per un buco nero di massa M » 7M, " in accrescimento sospeso, il
modello buco nero-toro formulato da van Putten prevede un’emissione gravitazionale
di circa 10> ergs per una durata pari a quelladi un burst lungo.

) Considerazioni astrofisiche portano ad affermare che ladigtribuzione ddle masse dei buchi neri vaddle 4 dle 15
masse solai, pertanto M »7M , risulta una scelta conveniente,
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4.4 FREQUENZE DEL SEGNALE PREVISTO

Abbiamo esaminato fino ad ora un particolare momento della vita del
sstema buco nero-toro, la fase di crescita sospesa, durante la quale € prevista una
notevole produzione di onde gravitazionai (vedi paragrafo precedente). Per quanto
riguarda il fenomeno emissivo, pero, € da sottolineare che I'intera evoluzione del
sstema buco nero-toro (dala sua formazione a partire dd sstema binario a suo
collasso a formare un semplice buco nero di Kerr) risulta associata ad una produzione
di onde gravitaziondi: lo stadio legato dla crescita sospesa non € che la fase
intermedia del fenomeno.

La formazione del sstema buco nero-toro e preceduta da una fase iniziae
(chiamata fase di “chirp”) codtituita dallo spiraleggiare di un buco nero ed una stella
di neutroni nel sistema bhinario d’ origine, con una frequenza via via crescente finché il
sdstema sesso non  collassa completamente sotto  I'effetto  dell’ attrazione

gravitazionale. A questa fase e associata una radiazione gravitazionale la cui

frequenza cresce nel tempo come 3 (vedi Figura 14), come verracalcolato nel
prossimo paragrafo.

Nel momento del collasso € difficile prevedere quale sara la dinamica del
sistema e |’andamento della curva di emissione ad associata; tuttavia, in accordo
con quanto formulato da van Putten, € plausibile supporre che, con I’avvicinars
reciproco delle due stelle del sistema binario, I'intervento delle forze di marea che
interessano entrambi 1 corpi favoriranno la formazione di un buco nero centrale e
della distribuzione toroidale attorno ad della restante massa. Quando le
condizioni fische del sistema saranno tali da consentirlo, s formera lo stadio di
crescita sospesa (come descritto nel paragrafo 4.1), durante il quale il toro ruotera
attorno a buco nero con una frequenza confrontabile con quella di Keplero e in
approssimazione quas adiabatica. Durante questa fase (come verra descritto piu
approfonditamente nel paragrafo 4.4.2) la frequenza ddla radiazione gravitazionae
emessa dal toro varieralinearmente nel tempo (vedi ancora Figura 14).
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Quando la crescita sospesa (che, ricordiamo, nel modello di van Putten e
associata a verificars di un GRB lungo, quindi ha una durata di qualche decina di
secondi) viene meno, il toro collasserarapidamente nel buco nero, provocandone cosi
una vibrazione (“ringdown”, vedi paragrafo 4.4.3). Lo smorzamento finale
ddll’emissione gravitazionale seguira pertanto I’andamento smorzato di un oscillatore

armonico.

11

alf

o 7T

\

coalescenza crescita sospesa QNE f

Figura 14. Andamento di f in fuzione della frequenza f dela radiazione gravitazionde emessa

da sstema buco nero-toro prima della sua formazione (codescenza del “chirp” precursore) e dopo,
in uno dato di crescita sogpesa contemporaneo dl’emissone di un GRB lungo, fino dla fine ded
fenomeno, dlafrequenza QNR (“quas norma ringing”).
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4.4.1 Frequenza del segnaledurantelafasedi “chirp”

Considereremo la fase di “chirp”, precedente la creazione del sistema buco
nero-toro, come una fase quas adiabatica (la scala temporale con cui varia la
radiazione gravitazionae € notevolmente maggiore del periodo orbitale).

Se descriviamo il sstema binario al’ origine della formazione della coppia
buco nero-toro (costituito probabilmente da un buco nero ed una stella di neutroni),
attraverso le due masse m=7M, ed m=1.4M., distanti fraloror, laloro velocitadi

avvicinamento sara(vedi Landau e LifSic, 1964):

_ 64G’mmy(m +m,) &
= R (150)
3
(dove con &indichiamo: g = 46 ”Hrg‘zcgnl + mz))

Integriamo ora la (150) fra un istante iniziale (che indichiamo cont = 0) ne quae la

distanzaci € nota (r;) e un generico isante t nel quae la distanza é r(t):

& la 5"

ri)=r §1— — 1z (151)

i o
r.4
Chiamiamo ora t. ° Z .La(151) diventera

tg'"

r¢)y=rgl- —= (152)
t. g

La frequenza orbitale media sarasemplicemente la U di Keplero (S veda,
ad esempio, Peters e Mathews, 1963) divisa per 20:

forp = 1 G{m +m,) (153)

2p r.3/2
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Se mettiamo ora la (152) ndla (153), avremo la frequenza orbitale in

funzione del tempo:

1 Gm+m)ae to"
forb(t): 3/2 ?— — (154)
2p r L g
Deriviamo quindi la (154):
[—(—) -11/8
(t) L JOm * M) 22 gl 19 (155)
orb a:) ri3/2 & t. 5
t 61/8
Ricaviamo orail fattore ¢1- t—i ddla(154)
)
1/8 ) 1/6 1

_to _[G(m +m,
? t é forb (t)1/3 rill 2 (aa )1/3
che, sostituito nella (155), da

i (t)= 1 G(ml+mz)&3 Q[G(ml+m2)-11/6 1
orb 2p 32 8.y f ()™ W2(p)is

ossa

) S L MgAE

[Glm, + m, ) &8t 5 *°

Andando oraa sogtituire, primaladefinizione di t. e poi & avremo:

__ (33 )8/33 11/3
orb (t) 2 [G(ml + mz) 4/3 fOrb (t)

: 96 g3 G°'° mm, 11/3
f . (t)=— f o (t
orb() 5 (z)) CS [(ml+m2)1/3 orb()

e, ricorrendo nuovamente ala definizione (120) per conformarci ale notazioni usate

da van Putten:

)3/5

(mym,

M =
(m, +m,

)1/5
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. 96 G5/3
o= i) & e

orb (t )11/ ’ (156)

Ricordiamo, dla fine, che per I’'emissone in onde gravitaziondi, la frequenza sara il
doppio dellafrequenza orbitae:

f (t) =2f, (1)
e possiamo riscrivere la (156) come:

f(t) =9—56(2p )8/3 i/e' M3 ¢ (t)11/3 (157)

CS

e avremo a quindi I’andamento f (t) u f**'* descritto dalla prima parte della Figura
14.

Andizziamo ora quae sara la forma del segnde, in funzione de tempo,
durante questa prima fase di “chirp precursore”.
Consideriamo il sistema binario iniziale come formato da un buco nero di
massa m,=7M,, ed una stelladi neutroni di massam,=1.4M,,, |’ energia emessa sara
dE _64M ,,°G*
dt  5c°r(t)°

(158)
(3 veda, ad esempio, vedi Landau e LifSic, 1964) dove con M4 intendiamo la massa

ridotta M ;4 = MM -117 M, @ M., mentre I’ ampiezza sara
m, +m,

1 880G 1 dEG'?
h(t) = gzp 0

w.§ @ 07 dio cos(j (1)) (159)

nellaquale D e ladistanzaacui ci poniamo dalla sorgente.
Poiché la (158) s puo scrivere anche come;

dE  64M _ °G* 5a400KmM® ergs
— = —19— =320 (Mid/M,) G ety
dt 5¢c’r(t) rt) g s

dlora, 1a (159) diventa:

,1/2

_ 1 a8GdEo _5a800Mpco .
= = X10 ————=cos|j (t
W) & dt g & D i)
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L1/2
1 8%3 M oaaOOKmoo 3)(10_258100Mp09008(j )
TwWOg T EMg 58 10 o

e, tenendo conto della (153):

oM o 200K ME00Mpcs

h(t) =2.2x10"% cos (t)
Mg ﬂ r(t) é (J )
1/4
h(t) = 2,210 2 Eria O ¢ a&OOKmCEéOOMpC ig coslj () (160)
g f Qﬁ D 2 t. g

dove t. € ancora una volta, il tempo finde (quando cioe il sstema arriva al’ ultima
orbita stabile).
Consderiamo una frequenza inizide (dala qude iniziamo ad osservare la
coalescenza) pari ad f, @70Hz, che ci daraunadistanzainiziale paria r, @O0Km.
Come vaore di D, considereremo una distanza di 100Mpc, non troppo
grande per essere accessibile a moderni rivelatori, e non troppo piccola per darci una
frequenza dgnificativa per il fenomeno. (Associando I'emissone di onde
gravitazionai al’emissone dei GRBs, dovremmo ammettere che i due fenomeni s
verifichino con la stessa frequenza; tuttavia € noto che, contrariamente alle onde
gravitazionali, i GRBs sono emess con una certa collimazione che c¢i consente di
vedere in reatg soltanto una frazione di ess. Assumendo come “fattore di beaming”
un valore di circa 500 come quello proposto da Piran e Aya (2001), per avere una

frequenza di qualche evento al’ anno dovremmo porci ad una distanza D » 100Mpc).
Con queste ipotes avremo, per ladefinizionedi t.:

t. =0.25 s
Quindi la (160) dara

.-1/4

:  cofj (1) (161)
4]

h(t) = 2.2 40 ZSE[-

t
t.

Infing, lafase j (t) si ricavain questo modo:
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w(t) = 2pf (t) = 2p 2 £, (1)

1 Glmy +m,
20 r(t)3’2
/4
& 4a 0
ma per la (151): r)=r, él— — 1z
i o
quindi:
j (t)=omt)dt
a 1 Jelm+m,) 1 ,7—)\ 1
—4p50 r(t)3/2 dt—4p5 Glm, +m, Ori3/2(1_ tt7)3/8dt

1 4/G(m, +my,)
5 ':];/2 il = forb(o):% fGW(O):% fi

dlora:

ma

5/8

j (t)=2pf 5 ? tig (162)

In redtala frequenza andrebbe corretta per un fattore 1/(1+z), per tenere
conto del red-shift. Il valore z e definito in questo modo:

Z= Dﬂ
Cc
dove c € la velocitadella luce, H, € la costante di Hubble (H, =70 me ),eD éla
sxMpc

distanza sorgente-rilevatore. Pertanto, un vaore di z di 0.1 corrispondera ad una
distanzadi D @00Mpc. Quindi, poiché le distanze che riusciamo a coprire con i piu
moderni rilevatori non vanno oltre a questa distanza Samo autorizzati, da qui in poi, a

trascurare la correzione 1/(1+z), che approssmeremo con 1.
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3
Poiché a =&C mym, (m, +m;) 1.02 0% ni' s?

505
r, =1.7x10° m
e t.=025s

la (162) diventa:
j (t)= - 420¢°°

|| segnale che otterremo, pertanto, sara

1/4

h{t)=2.2 ><10-23§- tlg cogj , - 420%°'%) (163)
*

il cui andamento saraquello illustrato in Figura 15.

L’andamento della trasformata di Fourier (H(f)) di questo segnde in
funzione della frequenza, invece, saradato nella Figura 16.
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6x10°° 1

4x107%° 1

“AARAALAARLL
VTV

-4x10 7% -

h(t) (@ 100Mpc)

-6x107%° T T T T T T T T T T T T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6

Tempo (sec)

Figura 15. Ampiezza de segnde a D=100Mpc ottenuta ndla fase di “chirp’ dd dstema binario
d origine, in funzione de tempo. Come mase dd sSsema binario s sono condderate m=7M, ed

my=1.4M,,; la frequenza inizide ddla qude abbiamo inizisto ad osservare il fenomeno e pai a
70Hz. Le stesse condizioni sono utilizzate per tutti i grafici di questo paragrafo.

1x10 %5

(1/H2)

1x10 *°

[H(®I

1x10 %5

TTT T T LI B N B R | T T T T T TT1T]
100 1000 10000

Frequency (Hz)

Figura 16. Trasformata di Fourier del segnde durante la fase di “precursor chirp”, in funzione ddla
frequenza.
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L’ andamento della fase sarg invece, quelloillustrato dalla Figura 17:

T T T |
0,10 0,15 0,20 0,25

Tempo (sec)

|
0,00 0,05

Figura 17. Andamento dela fase | (t) relativa dl’emissone di onde gravitaziondi da pate ded

sstemabinario, in funzione dd tempo.

4.4.2 Frequenza del segnale durante la crescita sospesa

Durante il periodo di crescita sospesa, sagppiamo che la frequenza
ddl’emissone di radiazione gravitazionde, da parte della frazione di materia non
assi-smmetrica del toro, sara il doppio dela frequenza caratteristica con cui
guest’ultimo ruota su sé stesso. Poiché (come s € detto in precedenza) a primo
ordine questa frequenza e approssmabile con quella di Keplero, possiamo affermare

che:

f(t)= f,o»2f» 2% G% »1- 2 KHz (164)
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guando la massa M del buco nero € M » 7M. e il raggio R dd toro oscillafra 2M e

4M (in unitageometriche) .

Durante la fase di crescita sospesa, la frequenza rimarra pressoché costante
(d primordine) in virtu del’ipotes di quas-adiabaticita che vedra il toro
spiraeggiare su orbite quasi-circolari attorno a buco nero. Dopo un certo periodo di
tempo (che nel nostro modello corrisponderaalla durata di un burst lungo, cioe »15s)
il toro finiraper collassare completamente nel buco nero. Allaluce di cio € necessario
introdurre una perturbazione ala frequenza f_ che, a primo ordine significativo,

saralineare nel tempo:

f(t)=f_ +af t (165)
In base alla (164), in quanto segue, considereremo f =1KHz e

w_=2pf =261000 Hz (166)

Pertanto, |’onda gravitazionale emessa da toro, in fase di sospensione di

crescita, saralafunzione quas monocromatica espressa da:

h(t) = h, cos{c‘{pro (1+ at)]dt}: hy cos{dw0 (1+ aI)]dt} (167)
|| fattore & che compare nella formula (167) s puo calcolare considerando come, in
base dlla (165), la frequenza del segnde cresce in manieralineare nel tempo:

%ﬁt) =af_=condt. (168)
(I'equazione (168) pertanto, giustifica il ramo orizzontale del grafico di Figura 14).
Per dt, nella formula appena scritta, dovremo intendere la durata della fase di crescita
sospesa (quindi, approssimativamente, 15s) mentre per df prenderemo il range nel
qguae la frequenza varia nello stesso periodo. La frequenza inizide sara data dalla

f =1KHz espressa dala (164) mentre, come frequenza finale, assumeremo la

frequenza di “quas-norma mode ringing” (QNR) che il sstema assumera non
appena il toro, collassato completamente nel buco nero, faraoscillare quest’ ultimo, e

che sarada vautare attorno ai 3700 Hz (vedi prossimo paragrafo). Avremo percio:
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df (t) = foue - f, =(3700 - 1000)Hz = 2700Hz

quindi:
df (t) _ 2700Hz _ 002 o
dt 15s 0
e a @,1Hz (169)

Quindi lafase g scriveracome:

t
j (t)=wo(L+at)dt =w,t +law,t® +j ,
0

Per quanto riguarda |'ampiezza h, che compare nella formula (167), la
calcoleremo nella maniera seguente.

Poiché (vedi nuovamente Landau e LifSc, 1964):

dE _ c? 2a@lh0 o

GE_ ¢ 170
dt 8pG4p gdt g (170)
nel nostro caso,
%E (10 M. A (M/7M,) L 1oule
= 1.2>10% (M/7M,) 124
S
» 102 (M/7M.) ergs (171)

(prendendo come energia emessa quella ricavata nella formula (149) del paragrafo

4.3 e un tempo di emissione pari a 15 secondi).

dny
dt

Per quanto riguarda , lo calcoleremo semplicemente dividendo h per il periodo

(ovvero moltiplicando per 25f,, dove con fq indichiamo la frequenza media ddla
crescita sospesa) quindi:

d(;b 2pf h, = 6X10%h, (172)
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Quindi mettendo le (171) e (172) ndla (170) e consderando (con le motivazioni del

paragrafo precedente) D=100M pc, avremo:

12 EéOOMpCQ
@

h, = 4.4 X0 % (M/7TM,,) (173)

Il valore qui ricavato per I'ampiezza, € la stima ottimistica ottenuta
considerando un’emissione gravitazionde pari a 10> ergs, e tuttavia da
consderars un valore indicativo, passbile di leggere oscillazioni. In particolare, €
plausibile ipotizzare segnali di un'ampiezza h, @0 > d limite dela rilevabilita di
un rivelatore gravitazionale quale AURIGA (vedi paragrafo 4.6).

Rappresentando graficamente I’ onda gravitazionale descritta dalla formula
(167), usando i parametri della (166) e (169), oltre dl’ampiezza data ddla (173),
otterremo |’ andamento descritto in Figura 18.

| modelli astrofisica con produzione di onde gravitazionai formulati in
precedenza, sostenevano che I’ emissione gravitazionale fosse associata a fenomeni di
natura impulsiva, che avrebbero dato, nel grafico di Figura 18, un profilo “a delta di
Dirac”.

Se, per gli stess valori del parametri a e w_, cacoliamo la trasformata di

Fourier (H) del segnae dato dalla (167), otterremo lacurvadatain Figura 19.
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4x10 7% ﬂ W

2x10 %" 1

h(t) (@ 100Mpc)

-2x107%* 1

-4x10'24—U J

T T T T T T T T T T T 1
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,030
Tempo (sec)

Figura 18. Ampiezza delle onde gravitaziondi nella fase di crescita sogpesa. La distanza sorgente-
rilevatore & come nel paragrafo precedente, pari a 100Mpc. A causa della piccolezza ddl fattore 4,

chefavariare lafrequenza, lafunzione che le descrive € da considerars quas monocrometica.

1x10%
1x107%
1x107%
8x10 "

6x10 " 1

[H(f)| (1/HZz)

4x107* 4

2x10 %"

0 T ' | ' | ' | ' | ' |
900 920 940 960 980 1000

Frequency (Hz)
Figura 19. Vdore asoluto ddla trasformata di Fourier del segnde ottenibile ddl’emissone
gravitazionde di un toro in rotazione attorno ad un buco nero in crescita sogpesa, in funzione ddla

frequenza.
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S puod sottolineare, a questo punto, come il segnale risulti a segnatura ben
definita, non piatto e indefinito come quelli prevedibili dai moddli impulsivi a cui S
e accennato. Una curva come guella della Figura 19 (o della precedente Figura 18),
gualora venisse prodotta da un qualunque rivelatore di onde gravitazionali, sarebbe
difficilmente equivocabile e costituirebbe una prova della plaushbilita dd modello
buco nero-toro.

Se riscriviamo la complessa funzione (173) sotto la forma:

F(w)=r (w)e'l §) (174)
calcoleremo la fase del segnale semplicemente come arcotangente del rapporto fra la
parte immaginaria e quellarede della trasformata di Fourier:

i w)=arct g%ﬂ (175)

Diamo quindi una rappresentazione grafica della fase dd segnale (Figura
20).

f ()
o

-4 ' T ' T ' T ' T ' T
900 920 940 960 980 1000
f (Hz)

Figura 20. Fase dd segnae emesso dd sstema buco nero-toro, durante la crescita sospesa, in

funzione ddla frequenza.
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4.4.3 Frequenza del segnale duranteil ringdown

L’ultima fase d'interesse, per I’emissione gravitazionde, riguarda il periodo
Immediatamente successivo a collasso del toro.

Quando la materia in sospensione attorno a buco nero sottoforma di toro
cessera di consentirne la sospensione di crescita, collassera attratta dal campo
gravitazionale. L’improvviso aumento di massa causerq nel buco nero di Kerr, il
generars di una vibrazione chiamata “ringdown” (s veda Flanagan e Hughes, 1998).
Con lo smorzars di quest’ultima oscillazione, il sstema cessa I’emissione di onde
gravitazionai ed avremo il ramo discendente della curvadi Figura 14.

La radiazione gravitazionde, in corrispondenza di quest'ultima fase,
risultera composta dalla sovrapposizione di sinusoidi smorzate esponenziamente.
Potremo considerare o spettro di quest’ emissione come generato esclusivamente dal
“quasi-normd ringing” (QNR) la cui frequenza e caratterizzata da | = m = 2, che
risulta essere la componente smorzata piu lentamente. Sotto quest’ipotes, |0 spettro
di energia S potra approssmare con una delta di Dirac centrata nel vaore di

frequenza f, vautato da Flanagan e Hughes (1998) come:
fonr = §1- 0.63(1- a)""*¥ (37M/M)865Hz (176)

dove a é sempre il momento angolare specifico del buco nero di Kerr.
Facciamo aquesto punto |’ assunzione di considerare per o spin un valore

di a=JVH=O.98. Questa scelta, seppure arbitraria, risulta ragionevole in virtu del fatto

che la fase di “ringdown” di un sistema binario e la conclusone di una fase di
spiraleggiamento, la quale presenta, ndl’istante di massma vicinanza delle stele, un

momento angolare totale pari a 0.9M 2. Non saraquindi inverosimile supporre che,
nella fase immediatamente successiva a collasso, il sstema abbia acquisito un
momento angolare totale molto prossmo a valore massimo raggiungibile.
Assumendo percio a=0.98, laformula (176) dara
fong @3700 (7 Mo/M) Hz (177)
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ovvero fog @ 3700 Hz per unamassa M @7M, come quella utilizzata finora per il

buco nero. Di conseguenzalaw del segnale, in questa fase, sara

W, = 2pf g = 2.340% Hz

Pertanto, il segnale durante il periodo successivo a collasso del toro avra

un’ ampiezza:
h(t) = hy cos@fourt +j o)e" (179)
: L AM G
con ampiezzainizide hy » —
D c?

(s veda Flanagan e Hughes, 1998) dove:
— A e un coefficiente adimensionale che descrive, in modulo, I'intensita del
fenomeno perturbativo quando il ringdown inizia. Questo valore € vautato
da Flanagan e Hughes (1998) pari a circa A=0.4, in base a confronto fra

2
WonR

la luminosita dell’onda (A*M 2 ) e I'emissione di un corpo

dlissoidale di ass 12, 12 ed 1%L+ 2sin(wt)), assumendo | pari a raggio
d orizzonte del buco nero di Kerr e w = 2pf o .

— M élamassadel buco nero (nel nostro caso M @7M,, @141 10* Kg).

- fow € la frequenza di “quas norma ringing” cacolata prima (formula
(177)).
— 0 eil tempo di smorzamento delle oscillazioni, definito in modo tale che:
Q=pt fQNR
mentre Q » 2(1- a)™¥?. Nel nostro caso a=0.98, quindi
Q»11.63
e 6»10°s
— D, infine, eladistanzaradiale acui ci poniamo dalla sorgente (100 Mpc)

Quindi I'ampiezza h,, sara

92



CAPITOLO 4 - PRODUZIONE DI ONDE GRAVITAZIONALI

ho))AME»ZXlO'ZZE{\ﬂOOﬂQ
D ¢? ¢ D g

e in base ala (178), in ogni istante, il nostro segnale avraun’ ampiezza

228%;005(2.3 X0t +j ,)e 0 (179)

h(t) = 2 X0

il cui andamento e esplicitato nellaprossma Figura 21.

2,5x10* -
2,0x10™ i
1,5x10* ]
1,0x10* i
5,0x10™ i

0,0 -

A/\/\A AN NN,
ks

-5,0x10% 1
-1,0x10% u

-1,5x10% 1

h(t) (@ 100Mpc)

-2,0x10% 1

|
0,000 0,001

| | | |
0,002 0,003 0,004 0,005

Tempo (sec)

Figura 21. Andamento dell’ampiezza de segnde durante la fase di ringdown dd buco nero ad una
distanza D pari a 100Mpc. S puo notare che lo smorzamento esponenzide € molto rgpido: in pochi

millesmi di secondo I'ampiezzas annulla

L’andamento, invece, della sua trasformata di Fourier, ne dominio dela

frequenza, sarainvece quello illustrato in Figura 22.
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1,0x107*° o

(1/Hz)

1,0x10"" 4

[H(H)I

1,0x10"°

1,0x10™"°

T T
1000
Frequency (Hz)

Figura 22. Andamento dedla trasformata di Fourier dell’ampiezza dd segnde di ringdown in

funzione ddlafrequenza

Se calcoliamo oralafase del segnale del segnale, poiché:
f = four @3700 (7 M/M) Hz

dlora j = OMt)dt = 2p foRt =2.3X10%t (180)

il cui andamento saraquello di Figura 23:
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Figura 23. Fase dd segnde di ringdown in funzione del tempo.

4.5 TRANSIZIONE FRA LE FASI DI FORMAZIONE, VITA E
COLLASSO DEL SISTEMA BUCO NERO —TORO

Nel paragrafo precedente sono stati calcolati gli andamenti delle frequenze
di segnae che prevediamo, rispettivamente, durante la fase di spirdeggiamento del
chirp precursore, durante la sospensione di crescita del sistema buco nero-toro di
accrescimento, e nella fase finde di ringdown del buco nero dopo il collasso del
sstema sesso. E' difficile avanzare previsoni, invece, per quanto riguarda le fas
intermedie fra questi process: vae a dire la fase che porta il sstema binario
precursore ad originare il sistema buco nero-toro, e lafase di improvviso collasso che
porta il toro a scomparire “inghiottito” dal buco nero che inizia a vibrare. Quindi,
malgrado riusciamo a prevedere esattamente |’ emissione gravitazionae nelle tre fag,

nulla sappiamo dell’emissone nelle due fas intermedie. Tuttavia, ¢ci sono buoni
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motivi per pensare che, I’evoluzione frai sstemi Sia accompagnata da una transizione
guasi-adiabatica tra I’'uno e I'dtro (3 veda Buonanno e Damour, 2000); per questo
motivo assumeremo che anche la transizione delle funzioni d’ onda dei segndi, nelle
diverse evoluzioni del sistema, segua lo stesso principio. Ci aspetteremo quindi,
dall’ intero fenomeno, un segnale continuo, composto dai tre segnali delle Figure 15,
18 e 21, in successione e che rispecchieral’interna “storia’ del sistema buco nero-
toro. La durata complessiva del segnale saraquindi la somma delle durate della fase
inizidle del “chirp precursore” (che ha una durata variabile a seconda di quando
iniziamo a rilevare il segnae), della fase intermedia di crescita sospesa (15-20
secondi) e dellafase finale di ringdown (qualche millesmo di secondo).

Mentre la prima fase, qudla rativa d sstema binario, interessa frequenze
tipiche di un rilevatore di tipo interferometrico, il range di frequenze coperto dala
fase di crescita sospesa € quello caratteristico di rilevatori quali le barre di risonanza
come AURIGA.

Andizziamo, nd capitolo che segue, come rileveremo il segnale previsto
per la crescita sospesa con il rilevatore AURIGA.

4.6 RILEVAZIONE DEL SEGNALE CON AURIGA

L’antenna gravitazionde AURIGA S inserisce in una rete mondiae di
progetti cogtituenti gli elementi di un unico telescopio terrestre, il cui scopo € quello
di fondare la nascente astronomia gravitazionale. Attuamente sono disponibili due
tipi di rilevatori di onde gravitaziondi: queli interferometrici e le antenne di
risonanza. AURIGA fa parte di questa seconda famiglia: € costituita da un cilindro in
alluminio sospeso per il baricentro che, investito da un’ onda gravitazionale, dovrebbe

vibrare longitudina mente come un oscillatore armonico.

Il range tipico di frequenze in cui AURIGA potra rilevare un segnae va

dagli 840 ai 980 Hz di frequenza, con lasenghilitadi Figura 24.
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Figura 24. Sengbhilita d AURIGA. Come S vede, questo tipo di barra di risonanza lavora in un
range di frequenze che va dagli 840 a 980 Hz, I'idede per rilevare il segnde prodotto dal toro
intorno ad 1 KHz. Sono vighili due minimi (uno atorno agli 890 ed uno atorno a 950 Hz) in
corrispondenzade qudi il rgpporto segnae-rumore risulteramassmo.

Risulta significativo, a questo punto, valutare il rapporto (SNR?) fra il

segnale e il rumore di questo rivelatore. Esso saradefinito come:

NR? :i%ﬂd\,\, (181)
20 5 Sw(w)
+¥ H(f]2

SNR? = Af—_df
N ENG

dove con S, indichiamo la sengbilita di AURIGA mentre H(U) e la trasformata di
Fourier del segnale in crescita sospesa (s veda Figura 19).
Laformula (181) puo essere approssimatain questo modo:

97



CAPITOLO 4 - PRODUZIONE DI ONDE GRAVITAZIONALI

SNR? @ﬂ (182)
Srh (min)
dove abbiamo approssimato:
latrasformata di Fourier del segnale (periodico) con la sua ampiezza per la durata del
segnale Ts(@15s) P H(f)» hyTg;
df conI'inverso delladuratadedl segnde b df » 1/Ty;

e dove abbiamo considerato la senshbilita nel punto pit a noi pit conveniente: nel

minimo (cioé S,,, (min)@(z ><10'22)2 Hz ' @40 s, vedi Figura 24)

Riscriviamo ora h, in funzione della distanza D. Combinando assieme le
formule (170), (171) e (172) del paragrafo 4.4.2, otterremo:

G de 1 ,, a800Mpc 6
= — — — @4.440% e 183
2p*f,’c® dt D &€ D p (183)

0

Introducendo la formula appena calcolata nella (182), otterremo il rapporto segnale-
rumore, per il rivelatore AURIGA, in funzione della distanza D a cui la sorgente
d emissione s trova rispetto a |aboratorio:

-24 "
SR @410 45 2.00Mpe : (184)
2402 & D g

dala (184), ponendo il rapporto segnae-rumore pari ad 1, troviamo la distanza
massma alla quale il sistema buco nero-toro s deve trovare affinché AURIGA rilevi
il segnale emesso:

D @B30Mpc

Quindi, con un rilevatore come AURIGA, riusciremmo a rilevare
distintamente un segnale di questo tipo fino ad una distanza di qualche decina di
Mpc.

Anche se il vaore ottenuto risulta un po’ inferiore ai 100 Mpc auspicabili, e
importante notare come questa distanza abbia una tendenza a crescere con lo sviluppo

ddle nuove tecnologie. Infatti, i rilevatori di onde gravitaziondi (in particolare |
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rilevatori di tipo interferometrico) potrebbero arrivare, in pochi anni, a sensbilita tali

da portare il valore di D anche fino ad un centinaio di Mpc, quindi oltre il gruppo
locae.
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CONCLUSIONI

Il sistema buco nero-toro descritto in questa tes, consistente nella
sospensione di materiale barionico (sottoforma di un toro di accrescimento) in orbita
attorno ad un buco nero di Kerr, presenta un’ attivitariconducibile, essenziamente, a
due fenomeni principdi di uguae intensta la produzione di coppie €ettrone-
positrone (rilasciate in un fascio collimato lungo I'asse di rotazione del buco nero),
che costituiranno I'input per la formazione dei GRBs secondo il “modello firebdl”;
ed una consistente emissione di onde gravitazionali dal toro.

Pur riconoscendo nel modello una valida proposta per |’ origine dei GRBs
(essendo in accordo con molti aspetti legati alla loro fenomenologia, come I’ origine
cosmologica, la distribuzione bi-modae delle durate e la collimazione dd burst),
perveniamo ale conclusioni piu interessanti anaizzando il moddlo sotto il profilo
di potente sorgente di radiazione gravitazionae.

La prevista emissione gravitazionale di circa 10> ergs (confrontabile con
I’enorme quantitativo di energia tipico di un GRB e con una durata di qualche
decina di secondi) rivoluziona quella che, fino ad oggi, € stata la concezione delle
onde gravitaziondi, e fa de GRBs un fenomeno (potenzidmente) legato dla
sorgente di onde gravitazionai piu potente nell’ Universo. Nei modelli precedenti,
infatti, I'ampiezza prevista per il segnae era sempre molto a di sotto dela
sensibilitadel migliori rivelatori, lasciando cosl poca speranza di essere misurata.

Il moddlo buco nero-toro, invece, prevede un segnale che, non solo e
molto energetico (tanto da darci un’ampiezza d'onda a limiti della rilevabilita di
antenne gravitaziondi quai AURIGA) ma la sua frequenza attorno d KHz, e la sua
durata di alcuni secondi, favoriscono un segnale con una segnatura ben definita,
difficilmente confondibile col rumore del rivelatore.

Appare chiaro percio che, se s giungesse ad un qualche riscontro
sperimentale consistente con il segnale teorizzato, questo modello potrebbe, non

solo fare luce sulla probabile origine de GRBs, ma consentirci di avere
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informazioni, finalmente dirette, sulle onde gravitazionali, spianando cosi la strada
al’ astronomia gravitazionde.
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APPENDICE A

La formula (47), ricavata nel paragrafo 1.6, esprime I’ energia, per unita di
tempo, emessa da un campo elettromagnetico sottoforma di radiazione bipolare.
Esplicitiamo ora il momento di dipolo elettrico (come indicato da Shapiro e
Teukolsky, 1983) per una pulsar che ruota uniformemente nel vuoto con una
frequenza w.

Il momento di dipolo magnetico, in modulo, sara
Imp| = % BR’ (A1)

Se lo scriviamo invece sottoforma vettoriale, e chiamiamo a |'angolo che forma con

|’asse di rotazione, avremo:
.1 ) : .
| p:E BR>(e, cosa + s Sina COSWE + €'~ Sina SNWt) (A2)

dove:
€/, = vettore parallelo al’ asse di rotazione,
e e €' = vettori ortogonali ad e, efraloro,
R = raggio dellapulsar,

B = campo magnetico da essa supportato,

a = angolo formato dal campo magnetico B con il momento di dipolo eettrico
e w=vdocitaangolare
Otterremo quindi:

m = %Bst(- €. SNa SNWt + €'» Sna COSWM)
W;:%BRSWZ (- e Sina COSWMt - €' SiNa SINW)
s 1 26 . 2 2 )
iy, My, =7 B°R W'sin a(cos Wt + sn V\1t)

=%BZR6V\/“sin2a (A3)
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Ricordando la (47):

dE _ 2 . .
Lem°a—§djdj (A4)
e sostituendo la (A3) avremo:
B2R°W*
Lem:TST'lza (A5)

La formula (A5) rappresenta percio la radiazione emessa, sottoforma di
onde elettromagnetiche, da una pulsar in rotazione con una velocitaangolare w, il cui

momento di dipolo magnetico forma un angolo a rispetto all’ asse di rotazione.
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APPENDICE B

Vadutiamo il corrispettivo ddl’emissione gravitazionade (data dala formula
(48) del par 1.6) per un Sstema costituito da due masse puntiformi M ed m.
Definiamo la massa ridotta in questo modo (vedi Shapiro e Teukolsky,1983):

mM
m+ M

Ma,=ma,=ra m= (B1)

(con a ed g distanze di M ed m da centro di massa del sistema). Se diciamo sia z
I’asse di rotazione, e chiamiamo f |’angolo formato dall’ asse delle x con la linea che
congiunge le masse, i momenti d'inerzia risulteranno essere:

lo = (May*+ma,’) cos = Yma cos2f + costante

lyy = -Yam&l cos2f + costante

lyy = lyy = Yl Sin2s

Derivando rispetto a tempo avremo:

| = - Wma sin2f |, = -2 W ma cosf I, =4 W ma sin2s
[,,= Wméa’ sin2s = 2 W ma’ cos2t [, = -4 W ma sin
[, = Wma cos2t = - 2 W ma sin2t y= -4 W ma cos

dove w e definitain questo modo: w=j /t

La (48) diventera

dE_1G /-
Lewo E—g—5<| ik jk> B2
Low :é3516\l\/6mza4<sin22V\t +8n%2W + 2cos? 2vvt>
C
Low =22 C Wenat2 (B3)
5¢®

Per finire, consderiamo come la velocita angolare w del sistema S possa scrivere

come:

105



m+ M
W= ,/G 2 (B4

secondo la legge di Keplero applicata ad un sistema binario (S veda, ad esempio,

Peters e Mathews, 1963). Sostituendo la formula (B4) e la definizione (B1) ndla

(B3), avremo:

_3RG* M’m?*(M +m)
5 ¢° a’

L ow (BS)

La formula (B5) rappresenta percio la radiazione emessa, sottoforma di
onde gravitazionali, dal sistema di masse puntiformi M ed m.
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